
Prüfung von Algebra 2
Freitag 4 Juni 2021

Anleitungen :
Dokumente sind nicht erlaubt. Handys sollen weggelassen werden. Taschenrechner verboten!

Consignes :
Aucun document n’est autorisé. Les portables devront rester éteints. Calculatrices interdites !

Übung 1 [2 Punkte]

Kursfragen : Ergänzen Sie die folgende Sätze

1 Für eine komplexe Zahl z = a+ ib mit i2 = �1 und a, b 2 R ist die konjugierte Zahl z = ....

2 Die Lösungen von x2 � 2ix� 2 = 0 sind ...

3 Für eine Matrix A = (aij) 1in
1jm

von Größe n⇥m heißt At = (aji) 1in
1jm

die ...

4 Eine Matrix A ist symmetrisch wenn ...

Übung 2 [9 Punkte]

Das Ziel dieser Übung ist es, das folgende linear Di↵erentialsystem zu lösen

⇢
f 0
1 = 2f1 �5f2
f 0
2 = f1 �2f2

(⇤)

mit den Anfangsbedingungen
f1(0) = 1 und f2(0) = 2 (1)

1 Zeigen Sie, dass (⇤) ist äquivalent zu [0.5 Punkt]

✓
f 0
1

f 0
2

◆
= A

✓
f1
f2

◆
,

wo

A =

✓
2 �5
1 �2

◆
.

2 Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A und bestimmen Sie seine Nullstellen. Welche sind die
Eigenwerte von A? [1.5 Punkte]

3 Berechnen Sie die Eigenraüme von A für jeden Eigenwert. Wählen Sie einen Eigenvektor für jeden
Eigenraum. l [3 Punkte]

4 Wir setzen [2 Punkte]

D =

✓
i 0
0 �i

◆
.

Geben Sie die Wechsel- oder Übergangmatrix P an so, dass A = PDP�1. Berechnen Sie ihre Inverse P�1.



5 Lösen Sie (⇤) mit (1). [2 Punkte]
Zeigen Sie, dass die Lösung der folgende Form ist

⇢
f1(t) = cos(t)� 8 sin(t)
f2(t) = 2 cos(t)� 3 sin(t)

.

Erinnerung: Eulers Formeln

cos(x) =
eix + e�ix

2
sin(x) =

eix � e�ix

2i

Übung 3 [9 Punkte]

Gegeben ist die Matrix

A =

0

@
3 0 7
0 1 0
1 0 �3

1

A .

1 Ist A eine Orthogonalmatrix ? [1 Punkt]

2 Diagonalisieren Sie die Matrix A. Bestimmen Ihre drei gewählten Eigenvektoren eine Orthonormalbasis ?
l [5 Punkte]

3 Lösen sie die Di↵erentialgleichung: [2 Punkte]

X 0(t) = A X(t) wo X(t) =

0

@
x(t)
y(t)
z(t)

1

A

mit der Anfangsbedigung X(0) =

0

@
12
�5
4

1

A

4 Prüfen Sie, dass

8
<

:

x(0) = 12
y(1/2) = �5

p
e

z(t) = 4 cosh(4t)
. [1 Punkt]

Erinnerung:

cosh(x) =
ex + e�x

2
sinh(x) =

ex � e�x

2



Übung 1 :

1 Wir haben {J' = 2f , -5fr ⇐, ffy! / = ( 2f
' -5F )

fé = f , -2fr fi -2fr

⇒ 1%1=(2-5)%11 - 2

2 -5

Wir Seetzen A =
, -2 )

2 Dois charakteristiches Polynomiaux ist

Z - X - 5

det (A - ✗ Ia) =
, → - ×

= (2- ×) ( -2 - x) +5 = X
'
- 4 +5 = ✗2+1

.

3 Über R
, gibt es keine Lo

"

sung für die Gleichung ✗2+1=0
.
Also gibt es hein Eirgenwert

und A ist nicht diagonaliserbar über R
.

Über CI
,
wir kônnen dois charakteristiches Polynom umschreiben :

det (A - ✗ Ia) = (X - i) ( ✗ + i )
" "

Also gibt es zwei Nullstellen
"

i

"

and - i
,
die Sind die Eigenverte von A .

Da A ein 2×2 Matrix ist
,
ist A diagonaliserbar über CI

.

4 • Eigenvektoren für i : Sei vi. = (J) so
, daf x

,y
C- CI

.
Wirlôsen :

(A - i Ia) ri = o ⇒ { (2- ie) x - 5g = o

x -Hi ) y = 0

<⇒ { (
Z - i) ✗ H- ily - 5y=o ⇒ 0=0

x = (Zti ) y

⇒ ri = ) ⇒ Eig (A.i ) = { ✗ ri / ici}
• Eigenvektoren für -i : Sei y = (J) so

, daf x
,y
Etc

.
Wirlôsen :

(A + i Ia) ri = o ⇒ { «ti) x - 5g = o

x - K- i ) y = °

<⇒ {« + i) ✗ ⇐+ ily - 5y=o ⇒ 0=0

x = 2-i
y

⇒ v.i = ) ⇒ Eig ( Ari ) = { ✗ ri / ici}

,

2- i
5 D= (viri ) =

ai

1

Und wir Wissen Haps P
- '

=
1- Î(P)
de tp)

wir haben det (P ) = anti - Zti = Zi

und co = (z, ; « i ) =) tu = ( ^ -Hi)s -s

-s zti

Dann P
"

= ¥ ( ^ -ai

- s ai

TA
6 e =P et" P" wo D= ? )

EA Iti

^

"i te ¥ / ^ -ai
Also e =

, -1 ai

^ - Zti

=ç( Hti
)È & - il e-

it

) (, g.+ i ) Gti ) (→ti )
eit e-

it i - 22=-1-4



= çi (
2 (eit-e-it-ileit-e.it) C- i - 4) ët # +a) ët

eit - e-it -2 (eit - e- it) + ile"
-

+¥
= (

2 eit - e-
"

+ èË -s-e.it#-it2i
ëÎ

g.in,, ,,µ,

-↳Ïà + ÉÉ
"]

= [ sint
) + cost)

- 5 sint) )
Sin (t )

Die L'ésungen sind dann :

f. (t) LH) [/ = exp(TA) ((fact) f26)

⇒ f , (t) = cost) - & sixt)

{ fact ) = -3sinl-l-zws.lt)
Übungz .

.

307

A
= (01010 -3)

^ Wenn A Orthogonal ist ,
←

A = A-
"

⇒ AÂ = Is

Aber AÂ = @ ? !) /?
"

) =/* * *
o - 5*8

*

*

¥
,
) # Is7 0 -3

1 0-3

⇒ A ist nicht orthogonal .

2 Wir beechman das chasacherisiche Polynom von A :

det (A-AI> ) = (
" °

7)
£
'
_""⇒

(
° ° 16 - i

'

o 1- i o = ° ^-i °
= (1-d) @ 6 - N ) = - G-d) ( 4-d) (4+-1)

1 ° -3-d 1 o - 3-×

Es gibt also 3 verschiedene Eigenwote fier A ⇒ A ist diagonaliserbar .

Wir haben : * (A - Is) (E) = o <⇒ {" +⇒ = °

<⇒ { ✗ = -ÊZ
✗ = 4-2

⇐ { 2--0✗ - 4-2 = 0 -2=0

0

⇒ v, = (j ) ist ein Eigenuektôr fu
"

- 1

y = 0
* CA -41-3) (Ê) = o <=, {

_ " +* = -

x - 77=0
<⇒ { Y

= °

✗ = 7- z

⇒ va = ( Î) ist ein Eigenuektôr fu
"

_
4

y = 0
* CA # Is) (E) = o <⇒ {

+ " +* ⇒

<⇒ { 9=0x + z - x =
- Z

⇒ v. + = (Î) ist ein Eigenuektôr fié_ - 4

0 7 1 0 8 0

⇒ F- ( r, r, ru ) = (soo ⇒ P
- '

= 1-
detp

ÎLP) = % r o ,

O ^ - ^ 1 0 - 7



0 7 1 0 8 O

ette3
exp (A) = PEP

" =/soo (È
° °

/ g- non0 ^ - ^
o o Êt r o - 7

fett t

o 8 0

= ☐

° et t --% ^ ° 1

1 0 -7

= g- (
tette"

get
7- ett - 1- Ét

o
o

-

+

+ ét o e

"
-17

E- e
"-
+ §

t
+ ¥ e
"
- ±

t

- 5⇒ ✗ ( t ) = exp(TA ) ? =
_ g- et

{fëtte
" ') + { e

"

+ ±
t

- 2 Ét + 14 ett
=

- 5 et

a÷ïË

{
xH= 14-2=12 coshlit)=Ït
y(%) = -5117
2- ( t) = 4 CHAT )
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Übung 1 [2 Punkte]

Kursfragen : Ergänzen Sie die folgende Sätze

1 Für eine komplexe Zahl z = a+ ib mit i2 = �1 und a, b 2 R ist der Betrag |z| = ....

2 Die Lösungen von x2
+ 4ix� 4 = 0 sind ...

3 Geben Sie die inverse Matrix von

U =

0

@
2 0 0

0 1 0

0 0 �3

1

A .

4 Eine Matrix A ist hermitesch wenn ...

Übung 2 [12 Punkte]

Das Ziel dieser Übung ist es, das folgende linear Di↵erentialsystem zu lösen

0

@
f 0
1

f 0
2

f 0
3

1

A = A

0

@
f1
f2
f3

1

A , (⇤)

wo

A =

0

@
�4 2 �4

�6 3 4

�4 2 1

1

A ,

und mit den Anfangsbedingungen

f1(0) = 0, f2(0) = �1/2 und f3(0) = 1 (1)

1 Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A und bestimmen Sie seine Nullstellen. Welche sind die

Eigenwerte von A? [3 Punkte]

2 Berechnen Sie die Eigenraüme von A für jeden Eigenwert. Wählen Sie einen Eigenvektor für jeden

Eigenraum. l [5 Punkte]

3 Wir setzen [2 Punkte]

D =

0

@
0 0 0

0 5 0

0 0 �5

1

A .

Geben Sie die Wechsel- oder Übergangmatrix P an so, dass A = PDP�1
. Berechnen Sie ihre Inverse P�1

.



4 Lösen Sie (⇤) mit (1). [2 Punkte]

Zeigen Sie, dass

f3(t) = cosh(5t)

Erinnerung:

cosh(x) =
ex + e�x

2
sinh(x) =

ex � e�x

2

Übung 3 [4 Punkte]

Zeigen Sie, dass

=

0

@
�2 �5 5

0 �12 0

20 �10 �2

1

A

diagonalisierbar ist.

Übung 4 [2 Punkte]

Ist jede Matrix diagonalisierbar? Wenn ja, zeigen Sie es, wenn nicht, geben Sie ein Gegenbeispiel.


