
Intervalles de confiance bilatérale
Donc on obtient un intervalle de confiance

pour les paramètres d'une loi normale pour m ,
en connaissant T et une

Nbc , E) réalisation de XT
pour n

donné
.

µ ,
se lit

"

mn

"

.

Ex : Soit X r NG ,
4) .

On cherche à -

T
,
se lit

"

sigma
"

.

estimer
µ .

On se donne un échantillon

Cas 1 : Estimation def avec TZ connu aléatoire Xp ,
. .
.

,
Xn

.

On réalise une expérience
sur une population de m = 100 individus qui nous

Moyenne empiriqueEstimateurs donne une moyenne En = 2,5 .
On rappelle

nécessaires :
À = ÎÈXÏ qu' un n - échantillon X. ,

. .

,
Xn est par

définition composé de variables aléatoires
formule magique :

indépendantes identiquement distribuées .

On se

- donne un niveau de risque de D= 2% .

ynn
Xn -u

r NG
, 1)

g.
D' après le cours

,
on sait que

^ Mn Y) r Nd , s )

1 Donc ici

Donc PE.eu f) ⇐ ←%) - r - a
Hot 1=5# =) - Moi)

=
- Zr -

%
Comme cette v. a

.
suit une loi

normale centrée réduite on trouve
⇒P ( XI - # Zi-% Et E XT +Ë ⇒ -%) -_ 1- × ses quantiles dans la table .



☒ ( Zo
,
f5 ju) E Zo

,» ) = 0,98 = 1- 2%

Faisons une extrapolation linéaire :

0,98 ^

0,9901 - -- - - - -- - - - - - - - - - - - - - - - -
- - - - -- -

- - -- -

y÷÷÷ÏÏÏ¥Î1% i

> 0,9898 - - -
-
- - - - - -

§ !
70,99

: i:
I )

D'
après les propriétés ( de symétrie) de 7" 433

la fonction de densité de la loi NG
,
i ) On considère

que
la courbe de la fonction

2-
o.ae

=
-

Zop, de répartition de la loi Nco , i) steene droite

Il nous suffit donc de calculer Zop, : entre 2,32 et 2,33 .

On calcule son coeff directeur
Dans la table :

a =
0,9901 - 0,9898 0,0003

2,32 EZO
,
»,

E 2,33 2,33 - 2,32
=

0
,
01

Si rien n' est demandé dans = 0,03

l' énoncé
,
on peut arrondir par

dichotomie (en
"

coupant
"

au milieu) Donc cette droite a pour équation
2,325 y

= 0,03 x t b où BER
est l'ordonnée à

mais on peut vous demander abscisse ordonnée l'origine .

une extrapolation linéaire .

Or le point 4,32 ; 0,9898 ) appartient à
cette droite

.

Donc

0,9898 = 0,03 × 2,32 + b

<⇒ b = 0,9898 - 0,0696 = 0,9202



^

Donc la droite d' extrapolation a pour
équation 9s - -- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

- - - - - -
- -- -

y
Je ×- - - - - - -

-
- -

y !

5- 0,03 x +0,9202 Ya
- -

-
- - - - - -

;Ï ,! Ë.
¥ )

✗
a

✗
c ? ✗

B

Or on cherche le quantile de Donc ici

99% = 0,99 . En remplaçant
^

y par 0,99 ,
on a 99901 - -- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

- - - - - -
- -- -

y
0,99 - - - - - - - - - - -

,

0,9898 - - -
-
- - - - - -

Ï !
; ;

!

0,99=-0,003×+0,9202 Ï × i ,

⇐ 0,0698 = 0,03 ×
2,32 Xc 2,33

⇐ x =

°-0698
= = 2,327 Donc la formule donne :

0,03

Donc Zo
,
, ,
= 2,327 Xe - 2,32 2,33 -2,32

0,99 - 0,9898
=

0,9901 - 0,9898

⇒ ✗
< -2,32 0,01

0,0002
=

0,0003Autre méthode : On retient la

formule ⇐ Xe - 2,32 = Q " ✗ 0,0002
0,0003

OÙ ✗est le✗
C
- XA

=
XB - ✗

A quantile recherché <⇒ xc = 2,32 + 0,007=2,327
yc

- YA YB - YA pour
la proba

-

Yc



Revenons à
Donc l' intervalle de confiance

☒ ( Zo
.

.
f5# -1) E Zo

,
»» ) = 0,98 = 1- 2% pourµ

au niveau de sécurité de

98% est

<⇒ PC- 2,327 E 5 (Env) E 2,32+1=0,98
[ 2,0346 j 2,9654]

⇐ P ( - 2,327
g-

E In je G- 2,3=27-1--0,98
<⇒ p ( -2,327 _ In Eye ç 217ft -⇒= 0,985

⇐ P ( In -

2,327
g- EN E In +

???) --0,98
Donc l' intervalle de confiance se
calcule à partir de la réalisation

de l'échantillon In = 2,5
u

IC = [# -
2,327
5 j XT +

2,32T]
5

= [ 2,5 - 213ft ; 2,5 + 7¥]
= [ 2,0346 j 2,9654]



Des Inconnu

Cas 2 : Estimation dem avec o
'

inconnu Ex : Soit X r NG ,
à) .

On cherche à

Estimateurs moyenne empirique estimer
µ .

On se donne un échantillon

Fn = ± Xi aléatoire Xp ,
. .

_

,
Xn

.

On réalise une expérience
nécessaires :

sur une population de m = 20 individus qui nous

Variance empirique corrigée _

Attention : La donne une moyenne xn = 2 et une réalisation

si = Ê
,

-ET
table de la de la variance empirique corrigée SE = 4.On se

formule magique :
loi Strident donne un niveau de risque de d- 5%
donne D' après le cours

,
on sait que

Al re)
r ten - t ) Pll" ")"

ymn
⇐
m )

|
ysç

~ 1- (n - il

où à = tu Ëxi et si = ± Ê
,

- xD
'

*.pl#*.Isso:7--o.osDoncPfxxEMn-u ) et. -%) = 1- a- ils ① ceci n' est pas
le ouatée

=
- t -

% |
y "⇒

mais la valeur donnée dans la table
pour 0,05⇒P ( XI - # E-% Et Exit# ± -%) -_ 1- ×

Donc on obtient un intervalle de confiance
pour m ,

en connaissant une réalisation de
-

-

Xn et de VS? pour n
donné

.

R- 1 =
,
V



⇐ Pff" #ÉTÉ ) s "" ) = 0,95 Donc l' intervalle de confiance
pour le

au niveau de sécurité de

=Pf × ⇐ En -u e xD) 95% est

=P( -1 - En Ex ← - En) C 1,23 j 2,77 ]

=P (1 + xîzrz En)
il
↳t de signes
car on multiplie par

Donc l' intervalle de confiance se
calcule à partir de la réalisation

de l'échantillon à = 2

✓

1,729×2 1,729×2
IC = (E -

⇐ j En +¥
= [ 2 -

"

; z +
" ]

= [ 1,23 j 2,77 ]



Ex : Soit ✗ ~ N( 2
,
F) .

On cherche à

Cas 3 : Estimation de T2 avecµ connu estimer v2
.

On se donne un échantillon

Variance empirique aléatoire ✗
, ,

. .
.

,
Xn

.

On réalise une expérience
Estimateurs

n sur une population de n =3 ° individus qui nousSÈ = f- E. Ki
nécessaires : donne un écart tape T = 2

_

On se donne

☐
C'est juste la formule un niveau de risque de d- 1%

de la variance avec des variables

aléatoires .formule magique :

D' après le cours
,
on sait que

5¥
n

S'¥
~ ✗(n ) d' après la définition n

ga
~ XYN )

J
Z 0,995

de ✗%)
¥ËŒDonc

Donc PIGÉ En s'¥ E À-%) = 1- a
f2

=
,
_ 0,005

☒ (13,7-86)- En SÊ ) = qggg
=

^ - E
-
-

^ -¥

f2
⇒ ☒ ( n

SE
⇐ je nsÈ)=r - x

x:-& "
E P(53,67%En §Ë- / = 0,005 = %

Donc on obtient un intervalle de confiance
pour m ,

en connaissant une Donc Î¥Ü
réalisation de 5*5

pour n
donné

. gif 53,67»

☒ f13,7867 En ga f53,6770) = 0,99



^

Donc l' intervalle de confiance se
calcule à partir de la réalisation

de l'échantillon T = 2

Donc Ô = s'¥ = 4 et a- 30

2

IC = [ ^# ✗ n SE ✗ n

> >
✓

, 53,6770 Ï 13,7867
]

n=3o

leplus petit
⇐ PI ( 13,7867 f Ça ç 53,6770 ) = 0,9g en = [

4×30

;

4×30

]
SÉ ✗ n SE

-

✗ n premier
53,67% 13,7867

⇒ PI ( SEIN 7 gaz SE
-

✗ n ) = 0,99 = [ 2,2358 j 8,7040 ]13,7867 53,6770

| / Rappel :
5*2 stun variable aléatoire

v
✓ h

s*i est un nombre quiOn change le sens des signes
Carla

est la réalisation dans cet échantillon _

fonction ✗ 1- ¥ est décroissante

sur RÊ
Donc l' intervalle de confiance
pour TZ au niveau de sécurité de

99% est

[ 2,2358 j 8,7040]



1-
Inconnue

Cas 4 : Estimation de douceur inconnue Ex : Soit ✗ ~ NG ,
F) .

On cherche à

estimer TZ
.

On se donne un échantillon
Variance empirique corrigée

Estimateurs aléatoire ✗
, ,

. .
.

,
Xn

.

On réalise une expérience
si = È

,

Hi -ET
sur une population de n =3 ° individus qui nous

nécessaires :
donne un écart tape T = 2

_

On se donne
☐

Ici ce n'est po un niveau de risque de ✗ = 2%

mais ÷
D' après le cours

,
on sait queformule magique .

2

(n - r) si

je
~ ✗Yn - i ) d' après la définition (n - r )

s"
~ ✗Yn - r )

j
2

d'une loi du ✗
2

Donc
Attention : les

[ quantiles pour une
✗
'
à

=
r
- Q
"

"" "si " ☒ (14,2565*-1) SÉ ) = 0,9g
=

^ -
"¥

liberté !Donc PIGÉ En si E À-%) = 1- a
g-
2

g
2

⇒ ☒ ( "
- " sis à ⇐ (n - ils:p , _ a PÛ9,5879# - 1) §Ë- / = 0,0s = %
×:-& ✗

÷

Donc
Donc on obtient un intervalle de confiance
pour m ,

en connaissant une (14,256514-1) siréalisation de Sri
pour n

donné
. gz f49,5879) = 0,98

= 1- 2



^ ^

Donc l' intervalle de confiance se
calcule à partir de la réalisation

de l'échantillon T = 2

Donc Ô = s'¥ = 4 et a- 30

2 tu
> > Donc sn = ÷,

SÉ =
±
29

✗ 4 = 1¥
n=3o ⇒ n - 1=29

⇐, ☒ ( 14,2565 f Ça Ç 49,5879 ) = 0,99 a

si xp - 1) Sn
-

✗(n - i ) IC = [ six @
- 1) Sn ✗ in- I) )

> 49,5879 I 14,2565
⇐ ☒ (Sink- DJ T2 z si ✗(n - i ) ) = 0,99

14,2565 49,5879 leplus petit nez , nz,
en

| | premier
= [

49,5879 i
14,2565

]

v
✓

= [ 2,4199 j 8,4172]On change le sens des signes car
la

fonction ✗ 1- ¥ est décroissante

sur RÊ
Donc l' intervalle de confiance
pour T2 au niveau de sécurité de

98% est

[ 2,4199 j 8,4172 ]



Exercice utilisant le TLC d) Dans le contexte de l' exercice

pour
les intervalles de confiance :

LÀ - EX)
- N ( o

, i)
Soit ✗ une v. a. de loi de Poisson PCO) XT n"

"

et ☒
,
. . _

,
✗n) un échantillon issu de la n

la loi de ✗
. (À - O ) où là = 1- Exi

V7 n i = ,

On rappelle que ECX ) = O et VH) --0

pour une
loi de Poisson (2) L' espérance d' une variable aléatoire est sa

"

moyenne
"

. On a vu dans le cours
que

(1) Enoncez le TLC la
moyenne empirique En est un

(2) Donnez un estimateur de l'espérance ECX) estimateur de la
moyenne Él ) =

0
.

(3) Dans la formule de (1)
, remplacez la

variance VYX) par un
estimateur (3) (x ) = 0 = EX)

de (X) grâce à (2) Donc d' après (2) on peut l'estimer
(4) Conclure d' un intervalle de confiance de grâce à XT

.

niveau de risque D= 10%
, pour

0
_

On obtient donc

On a
, après expérience ,

un échantillon

de taille a- 100 qui admet une in (I - O ) L

☒ n-s -
s N (o

,
i)

moyenne En = 5-



(4) Pour n 730
,
on peut considérer Donc

la formule duTLC vraie

Pft
,
645×11×7 E In - O ETE ✗ 1,645 ) = 90%

Donc (In - O ) ~ N (o, i)
V57

⇒ Pft
, 645×11×7- In E - O ETE ✗ 1,645 - In ) = 90%

l'extrapolation linéaire a déjàDonc
été faite en cours pour cette

T

±
valeur

.

⇒ P( 1,645×11×-7×73 07_ TE ✗ 1,645 + In ) = 90%
Pft

,
645f In - O
\☒

f1,645 ) = 1- a
= 90% Donc l' intervalle de confiance se

calcule à partir de la réalisation

B- de l'échantillon In = 5

et n = 100

IC -

_ [À - TEE ; En +

= [ 5 -

; 5 + ÎËJ

= [ 4,264 j 5,736 ]
J D Zop,_ C- (1/64)-1,65]

= la %

Donc on veut 5% à droite et à gauche



Variables aléatoires
Definition : Soit × une v. a. r . La fonction de répartition

continues de ✗
,
notée F× est une fonction définie par
Fix) = P( ✗ Ex)

Définition : On rappelle qu' une variable Elle :

aléatoire (v.a.) est une application • détermine la loi de ✗
.

• est continue à droite

✗ :S→ R .
lim Fx# = 1
✗→a

• lime F-
✗ (a) = O

x-s - a

àe R est un ensemble d'évènements .

Exemple : Soit ✗ la v. a. d. qui vont la valeur

Exemples : • La variable aléatoire qui donne le nombre d' un dé équilibré que l'on jette .

k | 1
2 3

-
- %inscrit après un lancé de dè . Pack) % % %^

P(✗« r ) = P(✗ = r )
n -

PCXE2)= PCX=D +PK)
•

% - • C
• La variable aléatoire qui donne 1- si % - • c T P(✗ ex)%- J • C
on fait pile et 0 si on fait face . . c% - %

c% -

i i i i i : : : >
x

0 si x C1
Observation : Pour le moment

,
les v. a. que nous avons Fxcm =

six c-G. 6)
vu sont des v.a. discrètes ( v. a.d.) . 1 six > 6

Elles ont la particularité d'être à voleurs dans N :

X : r → N ⇐ R .)
Definition : Soit ✗ une var

.

absolument continue
.

Alors

: X - B (n
,p) ,
H (n

,
m
,

N)
,
PH)

,
etc. ✗ admet une fonction de densité , fx ,

donnée

parDans ce cours ( de ce semestre)
,
on verra des f ✗ (a) = FxÀ)

variables aléatoires réelles absolument continues

G.a. r
.

abs
.
cont

.) .

On appelle la différence
dans cette introduction .



https://youtu.be/
GZYRMGV7sSY

https://youtu.be/GZYRMGV7sSY

Propriétés de la fonction de densité de X : La fonction de densité de cette loi prend donc
la valeur 0 si x ¢ CYD et

1 fx est positive et continue par morceaux la valeur 1 si x Eco
,
D .

Z.fi?zfxCxs--o
⇒ f× = { 1 six ECQD

3 % fx dx = 1 ( On est sûr
que × c-

R) o sinon _

On a bien ↳ feu dx = [ robe = on
4 P ( X C- A) = Sa f+4) dx où A C- R

.

Faîtes le ! = 1- 0

On rappelle que =
= 1

x
X six Eco

, D

5 Fx = SÏ fxlt ) dt ↳ fétide De plus , Fx =JÏ fxcx) = { a six co
1 sinon

: = aliçça [ fxutdt

Exemple : Une machine lanceuse de balle de squash Différences :lance une balle au hasard sur lemur

On note × la variable aléatoire qui nous donne Discrètes Absolument continue
.

la position horizontale d'arrivée de la balle

sur le mur
. prend ses voleurs prend ses valeurs dans

pnw
dans IN R

.

* a.
ÏMP""

lanceur de Connaître RIX =L)
,
FLEIN La loi de X est connue

- <
.

balles suffit pour connaître la grâce à sa fonction de
loi de × . répartition ou sa fonction

de densité
.

O

X prend donc ses valeurs entre Oett de P (X C- A) = Ça PK -- k ) PLXEA) = Sa fxcxldx
manière aléatoire avec la même probabilité on rappelle que A doit être à f× et la fonction de densité depour chaque valeur E @

,
D .

On dit que
×

un sous ensemble de N
.

× et AER
suit une loi uniforme sur (0,1 ) +-

X r U ( co
,D) Et = Êk Pkk) EHKJ xfxcxsdx

--


