Examen de Statistiques et Mathématiques

L2 AES

16 décembre 2020
Enseignant : Simon ROBY

Le sujet est composé de plusieurs exercices completement indépendants.
L’exercice 1 demande de calculer une primitive et une intégrale.
L’exercice 2 étudie deux suites.
L’exercice 3 met en situation deux problemes de probabilités discretes.
L’exercice 4 vous propose d’étudier les cofits d’un magasin de jouets.

Une attention particuliere a la rédaction et au soin sera valorisée par le correcteur. Tout
résultat illisible ne sera pas corrigé.

Exercice 1 : Intégrales et primitives [4 points]

@ Calculer I'intégrale suivante en utilisant une (ou plusieurs) intégration par partie. [2 points]

2
I:/ x?sin(z) dx

2

@ Soit

22 — b — 2
r—1

A=

(a) Décomposer A en éléments simples. [1.5 point]

(b) En déduire une primitive de A. [0.5 point]
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Exercice 2 : Une suite constante ? [7 points]

On définit par récurrence les suites (an)nen €t (bn)nen :

ao =0 bo =12

ant1 = 3 b1 = 1
@ Calculer a1, by, as et bs. [0.5 point)]
On suppose que a,, > 0 et b, > 0 pour tout n € N.
@ Montrer par récurrence que b, > a, pour tout n € N. [1.5 point)]
@ En déduire, que (a,),en est croissante et (b,),en est décroissante. [1.5 point)]
@ Montrer alors que ces deux suites sont convergentes. [1 point]
(5) Soient a = lim ay, et b= lim b,. Montrez que a = b. [0.5 point]

@ Quel nom donne-t-on aux suites (a,)nen €t (by)nen ayant la méme limite et des sens de
variations contraires ? [0.5 point]

@ Soit (¢p)nen la suite définie par ¢, = 3a, + 4b,,. Montrez que ¢, ;1 = ¢, pour tout n € N.
Que peut on en déduire pour (¢, )pen ? [0.5 point)]

Calculer alors la valeur de a. [1 point]

Bonus : On pourra montrer par récurrence que a, > 0 et b, > 0 pour tout n € N (en posant
P(n):"a, >0 et b, > 0" par exemple).

Exercice 3 : Probabilités. Mais lesquelles ? [4 points]

@ On prend au hasard, en méme temps, trois ampoules dans un lot de 15 dont 5 sont
défectueuses.

(a) Soit X la variable aléatoire qui donne le nombre d’ampoules qui fonctionnent dans ce
lot de 3. Quelle est la loi de X ? Expliquez pourquoi. [1.5 point)]

(b) Calculer P(X = 2). [0.5 point]

@ Dans la population francaise 3 personnes sur 10000 sont centenaires.

(a) On tire 1000 personnes au hasard dans la population. Soit X, le nombre de personnes
centenaire dans ce tirage. Quelle est la loi que suit X ? Expliquez pourquoi. [1.5 point]

(b) Donner la formule pour calculer P(X < 100). [0.5 point]
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Exercice 4 : Jouets en bois Made in France [5 points]

Une entreprise francaise fabrique des jouets en bois. Le coflit total, exprimé en euros, est
donné par la fonction C.

3
Clq) = % — 5¢ + 40q + 98

ou q est la quantité exprimée en nombre de jouets. L’entreprise peut produire entre 0 et 10 jouets
dans la journée.

@ Déterminer les cofits irrécupérables puis le cofit total induit par une production de 10

jouets. [0.5 point)]
@ Donner 'expression du colit marginal C'm. [0.5 point)]
@ (a) Donner 'expression du cotit moyen C'M. [0.5 point]
(b) Montrer que sa dérivée peut s’écrire : [1 point]

(¢ —7)(q>+2q + 14)

CM'(q) = 2

@ Etablir le tableau de variation de C'M et déterminer la quantité de jouets & produire pour
que le cotit moyen soit minimal. [1 point]

@ Comment aurait-on pu trouver ce résultat autrement ? Montrer que 1’on obtient ce méme
résultat avec cette seconde méthode. On rappelle que ¢® —5¢% —98 = (¢—T7)(q* +2q+ 14).
[1.5 point]
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Dénomination Loi Espérance Variance
Loi de Bernoulli X(92) ={0,1}
X < B(1,p) PX=1)=p EX)=p | V(X)=
PX=0)=gq
Loi Binomiale () = [o, n]]
X < B(n,p) P(X k) =|z| P*q"* | E(X) =np | V(X)=npqg
Loi Uniforme X(2) =[1,n]
X < U([1,n]) PX=k)=1 E(X) = V(X) = 25
Loi Géométrique X(2) =[1,400[
X < G(p) PX=k)=p*' | EX)=, | V(X)=3%
Loi de Poisson X(Q) = [0, +o0o[
X < P\ P(X=k)=e?} | EX) V(X) =
XED) = (o M] \/{X}‘:
Loi Hypergéométrique P(x 8) - C’E} ( ) EE( X)_ Lo s
K e }P('L,M,N) ( Yu) N (N-4)
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