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I

Loi normale, Lois associées

I.1 Loi normale
La loi normale (ou loi de Laplace-Gauss) est une loi de probabilité continue définie sur R, l’ensemble des

réels. C’est sans aucun doute la loi de probabilité la plus utilisée et la plus commune dans le réel. C’est, en effet,
la loi la plus adaptée à modéliser les phénomènes naturels et physiques issue de plusieurs évènements aléatoires.

Exemples :
1. La taille des humains, hommes ou femmes
2. La taille des tiges des pâquerettes dans un champ
3. Mensurations d’une manière générale
4. Notes à une épreuve
5. La planche à clous de Galton (Galton board or bean machine) montre bien ce qui se passe : les billes

subissent les chocs sur les chicanes et se retrouvent dans les cases du bas. À la fin, les billes remplissent
les cases selon une distribution en cloche. Il est possible de programmer cette expérience. Un amusement
intéressant, surtout si on le poursuit en percolant les billes sur les billes déjà en position.

http : //sorciersdesalem.math.cnrs.fr/V ulgarisation/Galton/galton_plus.html
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I.1. Loi normale

I.1.1 Définitions
Définition I.1 (Fonctions de densité et de répartition de la loi normale) :
Une variable aléatoire réelle X suit une loi normale d’espérance µ ∈ R et de variance σ2 ∈ R+, notée N (µ, σ2)
(On l’écrit X ∼ N (µ, σ2), si sa fonction de densité est définie, pour tout x ∈ R, par :

fX(x) = 1
σ
√

2π
exp

(
−1

2

(
x− µ
σ

)2
)

De manière équivalente, sa fonction de répartition est donnée pour tout x ∈ R par :

FX(x) =
∫ x

−∞

1
σ
√

2π
exp

(
−1

2

(
z − µ
σ

)2
)

Remarque :
On rappelle que :

1. Pour toute loi de probabilité continue, la fonction de répartition F découle de la fonction de densité f par
la relation :

F (x) =
∫ x

−∞
f(z)dz

2. La fonction de densité d’une loi de probabilité est toujours de masse 1 : en d’autre terme∫ ∞
−∞

f(x)dx = 1

Cela implique que la fonction de répartition associé vérifie lim
x→+∞

F (x) = 1

3. La fonction de répartition et/ou la fonction de densité caractérise(nt) la loi de la variable aléatoire. Pa
exemple si on trouve une variable aléatoire X absolument continue de densité

1
2
√

2π
exp

(
−1

2

(
x− 1

2

)2
)
,

alors X suit une loi normale N (1, 4).

Voyons maintenant comment calculer les probabilités pour des variables aléatoires suivant cette loi.
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I.1. Loi normale

I.1.2 Calculs de Probabilités
Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale N (µ, σ2). Si on cherche à calculer la probabilité que

X ≤ −0, 5, par exemple, on va se confronter au problème du calcul de la fonction de répartition :

P (X ≤ −0, 5) = FX(−0, 5) =
∫ −0,5

−∞

1
σ
√

2π
exp

(
−1

2

(
z − µ
σ

)2
)

Rappel :
Ici la valeur P (X ≤ −0, 5) représente graphiquement le point sur la courbe de F qui correspond à 0.5. C’est aussi
l’aire sous la courbe de f entre −∞ et −0.5. Le graphe suivant illustre ce calcul pour une loi normale N (−1, 3).

Un ordinateur fait très bien ce genre de calcul. On peut se donner un peu d’intuition sur ce que l’on fait
grâce à l’ animation (créée pour vous). Mais en pratique, calculer à chaque fois cette expression serait long
et fastidieux. On utilise donc la méthode de réduction de la loi normale.

Proposition I.1

X ∼ N (µ, σ2)⇐⇒ X − µ
σ

∼ N (0, 1)

On peut alors calculer la probabilité précédente pour toute loi normale, en connaissant seulement la loi
N (0, 1), appelée loi normale centrée réduite.

La loi normale centrée réduite

Définition I.2 (Fonctions de densité et de répartition de la loi normale centrée réduite) :
Une variable aléatoire réelle X suit une loi normale centrée réduite, notée N (0, 1) , si sa fonction de densité est
définie, pour tout x ∈ R, par :

φ(x) = 1√
2π

exp
(
−x

2

2

)
De manière équivalente, sa fonction de répartition est donnée pour tout x ∈ R par :

Φ(x) =
∫ x

−∞

1√
2π

exp
(
−z

2

2

)
dz

Grâce à ces formules on peut établir la table de la loi normale centrée réduite suivante :
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I.1. Loi normale

Figure I.1 – Table de la loi normale centrée réduite

De plus, comme la fonction de densité est symétrique par rapport à l’axe des ordonnées, la fonction de
répartition est symétrique par rapport au point (0 ;0,5) :

Figure I.2 – Fonction de densité de la loi normale centrée réduite
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I.1. Loi normale

Figure I.3 – Fonction de répartition de la loi normale centrée réduite

et on obtient donc la propriété suivante de symétrie de la fonction de répartition :

Proposition I.2
On a les égalités suivantes :

Φ(0) = 0, 5 (I.1)

Φ(−x) = 1− Φ(x) ∀x ∈ R (I.2)
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I.1. Loi normale

Un exemple de calculs de probabilité

Prenons pas exemple X ∼ N (0.6, 4) et déterminons les probabilités P (X ≥ 1, 86) et P (X ≤ −0, 22) :

P (X ≥ 1, 86) = 1− P (X ≤ 1, 86) , par définition de la probabilité (P (X ∈ R) = 1)

= 1− P
(
X − 0, 6√

4
≤ 1, 86− 0, 6√

4

)
= 1− P

(
X − 0, 6√

4
≤ 0, 63

)
= 1− Φ(0, 63) , car X suit une loi normale centrée réduite d’après la proposition I.1
= 1− 0, 7357 = 0, 2643

Un peu d’explication sur cette dernière ligne : Pour trouver Φ(0, 63) dans la table de la loi normale centrée
réduite, on choisit les chiffres des unités et des dixièmes dans la colonne de gauche (0,6) et le chiffre des centièmes
dans la ligne du haut (0,03). L’intersection des ligne et colonne correspondantes donne la valeur recherchée :
0,7357

P (X ≤ −0, 22) = P

(
X − 0, 6√

4
≤ −0, 22− 0, 6√

4

)
= P

(
X − 0, 6√

4
≤ −0, 41

)
= Φ(−0, 41) , car X suit une loi normale centrée réduite d’après la proposition I.1
= 1− Φ(0, 41) , d’après l’équation I.14
= 1− 0, 659097 = 0, 340903

Recherche de quantiles

Dans cette partie on cherche à faire le chemin inverse : On veut inverser la fonction de répartition pour
pouvoir trouver à quelle nombre vérifie une probabilité donnée α ∈ [0, 1]. Cela est possible puisque la fonction de
répartition FX est croissante strictement. Cela s’appelle la recherche de quantile.

Définition I.3 :
Pour une variable aléatoire réelle X donnée, le quantile F−1

X (α) d’ordre α ∈ [0, 1], noté Qα, est le nombre tel que
P (X ≤ Qα) = α.

Proposition I.3
Si X suit une loi normale N (µ, σ2), alors le quantile Qα de X s’exprime en fonction du quantile de la loi
normale centrée réduite Φ−1(α), pour tout α ∈ [0, 1] :

Qα = µ+ σΦ−1(α) (I.3)

Exemple I.1 :
Supposons que X ∼ N (1, 9). Cherchons par exemple le quantile d’ordre α = 90%.
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I.1. Loi normale

D’après la proposition précédente, il suffit de
calculer le quantile d’ordre α pour la loi nor-
male centrée réduite. On cherche alors dans
la table de loi les valeurs les plus proches,
qui encadrent 0, 9. C’est 0, 8997 et 0, 9015.
On regarde alors les deux nombres qui corres-
pondent respectivement 1, 28 et 1, 29. Donc
φ−1(0, 9) est compris entre ces deux valeurs.

Si on veut trouver une valeur approchée, on peut faire une interpolation linéaire des valeurs.

D’après la formule :
µ+ σ × 1, 28 ≤ Qα ≤ µ+ σ × 1, 29

1 +
√

9× 1, 28 ≤ Qα ≤ 1 +
√

9× 1, 29
4, 84 ≤ Qα ≤ 4, 87

Dans la table de loi, les probabilités présentes vont de 0, 5 à 1. Pour pouvoir trouver les quantiles d’ordre
compris entre 0 et 0, 5 on a besoin de l’analogue de la proposition I.2, pour Φ−1 :

Proposition I.4
On a les égalités suivantes :

Φ−1(0, 5) = 0 (I.4)

Φ−1(1− α) = −Φ−1(α) ∀α ∈ [0, 1] (I.5)

Grâce à la seconde formule, on peut retrouver tous les quantiles entre 0 et 0, 5. Par exemple, Φ(0, 1) = −Φ(0, 9).
Donc, il suffit de trouver le quantile d’ordre 0, 9 pour trouver un quantile d’ordre 0, 1. Cette formule est donc
indispensable à connaître pour pouvoir faire n’importe quel calcul de recherche de quantile.

Propriétés de la loi normale

La loi normale, comme on l’a dit, se retrouve beaucoup dans la nature. Mais ce n’est pas dû au hasard. Elle
vérifie beaucoup de propriétés intéressantes qui la conserve :

Proposition I.5 (Linéarité et sommes de lois normales indépendantes)
Soient X une variable aléatoire réelle de loi normale N (µ, σ2) et deux constantes a, b ∈ R, alors la variable
aléatoire aX + b suit une loi normale N (a+ bµ)

De plus, si Y1, Y2, . . . Yn sont des variables aléatoires réelles indépendantes de lois normales respectives
N (µi, σ2

i ), pour i allant de 1 à n, alors :

n∑
i=1

Yi ∼ N

(
n∑
i=1

µi ,

n∑
i=1

σ2
i

)

On verra aussi par la suite que beaucoup de loi peuvent être ramenées à la loi normale. C’est ce qui fait son
importance. Le Théorème de la Limite entrée II.1 est un résultat primordial qui ramène presque tout échantillon
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées à une loi normale.
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I.2. Loi associées à la loi normale

I.2 Loi associées à la loi normale
Nous allons à présent donner des lois qui sont utiles en théorie des tests. Toutes ces lois sont issues de la loi

normale centrée réduite.

I.2.1 Loi du Khi-deux
Nous commencons par la loi dite du Khi-deux, notée χ2(k) (ceci n’est pas un x mais bien la lettre grecque

Khi), car elle dépend d’un paramètre k ∈ N∗. l’entier naturel k désigne le nombre de degrés de libertés de la loi.

Définition I.4 (Loi du Khi-deux) :
Si Y1, . . . , Yk sont des variables aléatoires indépendantes qui suivent chacune une loi normale N (0, 1), alors la

variable aléatoire X =
k∑
i=1

Y 2
i suit une loi du Khi-deux à k degrés de libertés :

X ∼ χ2(k)

Remarque :
Si on regarde de plus près la définition on peut remarquer que si X suit une loi normale centrée réduite alors X2

suit une loi du Khi-deux à 1 degré de liberté.
De plus, une variable aléatoire qui suit une loi du Khi-deux est réalisée par la somme de carrés de variables

aléatoires, elle ne peut jamais être négative. C’est pour cela qu’elle est définie sur R+.
Enfin, on peut remarquer que la somme de variables aléatoire suivant une loi du Khi-deux donne une variable

aléatoire suivant une loi du Khi-deux. Son degré est la somme des degrés des autres lois.

Proposition I.6 (Fonction de densité et fonction de répartition d’une loi du Khi-deux)
La fonction de densité fX d’une variable aléatoire X qui suit une loi du Khi-deux est définie, pour tout x ∈ R+,
par :

fX(x) = 1
2 k

2 Γ
(
k
2
)x k

2−1 exp
(
−x2

)
(I.6)

où Γ désigne la fonction gamma définie pour tout y ∈ R par :

Γ(y) =
∫ +∞

0
ty−1 exp(−t)dt (I.7)

Figure I.4 – Fonction de répartition du Khi-deux
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I.2. Loi associées à la loi normale

De manière équivalente, sa fonction de répartition FX est donnée par :

FX(x) =
γ(k2 ,

x
2 )

Γ(k2 )
(I.8)

où γ désigne la fonction gamma incomplète définie pour tout y ∈ R et a un paramètre strictement positif,
par :

γ(a, x) =
∫ x

0
ta−1 exp(−t)dt (I.9)

Figure I.5 – Fonction de densité du Khi-deux

Remarque :
Les fonctions gamma apparaissent souvent en mathématiques. En effet, elle font parties des fonctions spéciales
qui sont les fonctions apparues au XIXème siècle dans la résolution d’équations de la physique mathématique, en
l’occurrence dans des équations aux dérivées partielles. La fonction Gamma est préprogrammée dans tout logiciel
de calcul statistique.

Comme pour la loi normale centrée réduite, pour faire les calculs de probabilité, on utilise une table de loi :
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I.2. Loi associées à la loi normale

Figure I.6 – Table de la loi du Khi-deux

Exemple I.2 :
Regardons comment calculer une probabilité avec ce tableau :

Supposons que X suit une loi du Khi-deux à 2 degrés de liberté. Pour calculer P (X ≥ 0, 01), on regarde dans
la ligne 2, le nombre le plus proche ou un encadrement de 0, 01. Ici 0, 01 apparaît dans la ligne. En remontant,
la colonne correspondante on obtient la probabilité voulu (ou l’encadrement). Donc on a P (X ≥ 0, 01) = 0, 995.

Pour la recherche de quantiles, on fait le travail inverse.
ATTENTION : Il faut remarquer que la table de loi du Khi-deux ne donne pas la valeur du quantile d’ordre

α mais de 1−α. Cela vient du fait qu’il donne les valeurs des probabilités pour X ≥ . . . contrairement à la valeur
de la fonction de répartition : FX(y) = P (X ≤ y).

I.2.2 Loi de Student
La loi de Student est très utilisée dans la calcul d’intervalles de confiance et en théorie des tests, notamment

pour le test t dit aussi, test de Student.
Comme la loi du Khi-deux, elle dépend d’un nombre de degré de liberté, que l’on notera ici k ∈ N∗. Elle est

définie à partir de la loi de normale centrée réduite et de la loi du Khi-deux.

Définition I.5 (Définition de la loi de Student) :
Si Y et Z sont deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement une loi N (0, 1) et χ2(k) alors la
variable aléatoire X = Y√

Z/k
suit une loi de Student à k degrés de liberté. On le note :

X ∼ t(k)
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I.2. Loi associées à la loi normale

La loi de Student est définie alors sur R.

Proposition I.7 (Fonction de densité et fonction de répartition d’une loi de Student)
La fonction de densité fX d’une variable aléatoire X qui suit une loi de Student, de degré de liberté k, est définie,
pour tout x ∈ R, par :

fX(x) =
Γ
(
k+1

2
)

√
kπΓ

(
k
2
) (1 + x2

k

)− k+1
2

(I.10)

où Γ désigne la fonction gamma définie pour tout y ∈ R par :

Γ(y) =
∫ +∞

0
ty−1 exp(−t)dt (I.11)

Figure I.7 – Fonction de densité de Student

La fonction de répartition de la loi de Student n’a pas de forme explicite utilisable. C’est pourquoi on utilisera,
comme pour les autres lois, une table, pour calculer les probabilités.

Pour se donner une idée, on donne une représentation graphique.

Figure I.8 – Fonction de répartition de Student

La parité de la fonction de densité de Student implique la symétrie de la fonction de répartition par rapport
au point (0; 0, 5). Ainsi, on obtient les mêmes propriétés que pour celle de la loi normale centrée réduite :
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I.2. Loi associées à la loi normale

Proposition I.8
On pose Fk la fonction de répartition de la loi de Student à k degré de liberté. On a alors, pour tout k ∈ N∗ les
égalités suivantes :

Fk(0) = 0, 5 (I.12)
Fk(−x) = 1− Fk(x) ∀x ∈ R (I.13)

F−1
k (1− α) = −F−1

k (α) ∀α ∈ [0, 1] (I.14)
Voici la table de la loi de Student :
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I.2. Loi associées à la loi normale

Figure I.9 – Table de la loi de Student

On verra dans le 3ème chapitre qu’on cherche surtout à calculer des probabilités qui ressemblent à P (|X| ≥
. . .), si X suit une loi de Student. Par conséquent, la table de loi recense ces probabilités. Par exemple, la première
case indique que P (|X| ≥ 0, 510) = 0, 35 si X suit une loi de Student à 1 degré de liberté.

On va voir comment retrouver la valeur de la fonction de répartition avec cette table. Calculons, pour x ≥ 0,
la probabilité P (|X| ≥ x) :

P (|X| ≥ x) = 1− P (|X| ≤ x)
= 1− P (−x ≤ X ≤ x)
= 1− (P (X ≤ x)− P (X ≤ −x))
= 1− FX(x) + FX(−x)
= 1− FX(x) + 1− FX(x) , d’après la proposition précédente
= 2− 2FX(x)

D’où si x ≥ 0,
FX(x) = 2− P (|X| ≥ x)

2
Le même calcul pour x ≤ 0 donne :

FX(x) = P (|X| ≥ −x)
2

Le calcul de probabilité avec la table et le calcul des quantiles se fait alors comme précédemment.

Remarque :
La loi de Student a aussi la propriété de "tendre" vers la loi normale centrée réduite quand son degré de liberté
tend vers l’infini. C’est une propriété utile que l’on verra plus loin dans ce cours.

Fk −→
k→∞

Φ

I.2.3 Loi de Fisher-Snedecor
La loi de Fisher-Snedecor, ou plus simplement loi de Fisher est souvent utilisée dans le calcul de certaines

statistiques de tests, notamment pour le test F dit aussi, test de Fisher.
Elle dépend de deux nombres n,m ∈ N∗ qui représentent les degrés de liberté. Elle est définie comme le

"quotient" de deux lois du Khi-deux.

Définition I.6 (Définition de la loi de Fisher) :
Si Y et Z sont deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement une loi χ2(n) et χ2(m) alors la
variable aléatoire X = Y/n

Z/m suit une loi de Fisher à n et m degrés de liberté. On le note :

X ∼ F (n,m)

La loi de Fisher est définie alors sur R+.

Proposition I.9 (Fonction de densité et fonction de répartition d’une loi de Fisher)
La fonction de densité fX d’une variable aléatoire X qui suit une loi de Fisher F (n,m) est définie, pour tout
x ∈ R+, par :

fX(x) =
Γ
(
n
2
)

Γ
(
m
2
)

Γ
(
n+m

2
) n

n
2 m

m
2

x
n
2−1

(m+ nx) n+m
2

(I.15)

où Γ désigne la fonction gamma définie pour tout y ∈ R par :

Γ(y) =
∫ +∞

0
ty−1 exp(−t)dt (I.16)
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I.2. Loi associées à la loi normale

Figure I.10 – Fonction de densité de la loi de Fisher

La fonction de répartition de la loi de Fisher n’a pas de forme explicite utilisable. C’est pourquoi on utilisera,
comme pour les autres lois, une table, pour calculer les probabilités.

Pour se donner une idée, on donne une représentation graphique de cette fonction :

Figure I.11 – Fonction de répartition de la loi de Fisher

Voici une table de la loi de Fisher. Sur cette table ν1 et ν2 représentent les degrés de liberté de la loi. La
différence avec les précédentes c’est qu’elle ne représente que la probabilité 0,95 par manque de place. Il existe
donc plusieurs tables avec chaque valeur (en sachant que les plus utilisées sont celles pour 0,95 et 0,99).
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I.2. Loi associées à la loi normale

Figure I.12 – Table de la loi de Fisher pour la quantile P (X ≤ . . .) = 0, 95

Nous allons à présent donner une propriété facile à remarquer sur la loi de Fisher qui peut aider à calculer
certaines probabilités.

Proposition I.10
Soit X une variable aléatoire réelle non nulle. Si, de plus, X ∼ F (n,m), alors X−1 ∼ F (m,n).

On peut alors en déduire deux relations importantes de la fonction de répartition de la loi de Fisher :

Corollaire I.10.1
Si on note F(n,m) la fonction de répartition d’une loi de Fisher F (n,m), on a les relations suivantes :

F(n,m)(x) = 1− F(m,n)

(
1
x

)
, ∀x ∈ R+ (I.17)

F−1
(n,m)(α) = 1

F(m,n)(1− α) , ∀α ∈ [0, 1] (I.18)

Le calcul de probabilité avec la table et le calcul des quantiles se fait alors comme précédemment.
Par exemple, en gardant les notations de la proposition :

F(1,1)(161, 45) = 0, 95

F(9,300)(1, 91) = 0, 95
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II

Intervalles de confiances

II.1 Préliminaires : Convergence en loi et Théorème
central limite

On est parfois amené à essayer de comprendre le comportement d’une suite de variables aléatoires. Par
exemple, dans une usine de fabrication de boulons, la taille du boulon est une variable aléatoire qui suit une loi
normale. Ainsi, comme on la taille de chaque boulon qui sort de la production suit une variable aléatoire, on a une
suite de variables aléatoires que l’on peut noter (Xn)n∈N (comme une suite numérique sauf qu’ici chaque élément
de la suite n’est plus un nombre mais une variable aléatoire). Pour cela, les mathématiciens ont développé la
théorie asymptotique des variables aléatoires.

On a alors définit des convergences de variables aléatoires plus ou moins fortes. La seule qui va nous intéresser
ici (dans ce cours) est celle de la convergence en loi.

Définition II.1 (Convergence en loi) :
Soit une suite de variables aléatoires réelles (Xn) ayant pour fonction de répartition Fn. On dit que la suite de
variable aléatoires (Xn) converge en loi vers vers une variable aléatoire réelle X de fonction de répartition F , si,
pour tout x dans l’ensemble de définition de X,

lim
n→∞

Fn(x) = F (x)

On le note :
Xn

L−→ X

Remarque :
L’important ici est la loi d’arrivée. Comme la fonction de répartition caractérise la loi, cette définition fait sens.
Une définition équivalente pourrait être avec les fonctions de densités (si elles existent pour chaque Xn).
Par exemple, on a déjà vu précédemment que si Xk suit une loi de Student à k degrés de liberté : Xk

L−→ N (0, 1).
Supposons que Xn

L−→ X avec X ∼ N (0, 1), alors la variable aléatoire X a peu d’importance puisque toutes
les variables aléatoires qui suivent une N (0, 1) ont la même fonction de répartition. On peut donc écrire :

Xn
L−→ N (0, 1) .
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II.2. Échantillonage

Autrement dit, la convergence en loi ne donne que l’information sur la loi d’arrivée de la variable aléatoire, mais
rien de plus.
Rappel : La loi d’une variable aléatoire ne définit pas la variable elle même. Deux variables aléatoires peuvent
avoir la même loi tout en étant différentes. Par exemple, on lance une pièce de monnaie équilibrée. Considérons
la variable aléatoire Xpile qui vaut 1 quand la pièce tombe sur pile et 0 sinon et la variable aléatoire Xface qui
vaut 1 quand la pièce tombe sur face et 0 sinon. Ces deux variables ont la même loi. On a une chance sur deux
de faire face comme de faire pile.

P (Xpile = 1) = P (Xface = 1) = 1/2 et P (Xpile = 0) = P (Xface = 0) = 1/2

Pourtant ces deux variables aléatoires sont clairement différentes. Par exemple, quand la pièce tombe sur pile,
Xpile = 1 et Xface = 0.

Le résultat qui suit donne encore plus d’importance à la loi normale. Il est indispensable à toute la théorie
des estimateurs, surtout à la construction de certains intervalles de confiance.

Il donne le comportement asymptotique de la moyenne empirique :

Définition II.2 :
La moyenne empirique (Xn) d’une suite de variables aléatoires réelles (Xn) est en fait la moyenne de ses premiers
termes :

Xn = 1
n

n∑
i=1

Xi

Ne voyez pas cela comme une nouvelle formule : C’est juste la moyenne des n premières variables
aléatoires de la suite (Xn)n∈N.

Nous pouvons donc énoncer le théorème :

Théorème II.1 (Théorème de la limite centrée (ou Théorème central limite)
Soit (Xn) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées (iid)
avec une espérance µ et une variance σ2 finies. Alors la moyenne empirique vérifie :

√
n

(
Xn −m

σ

)
L−→ N (0, 1)

Remarque :
Le résultat du théorème peut aussi se noter :(∑n

i=1 Xi − nm
σ
√
n

)
L−→ N (0, 1)

II.2 Échantillonage
On se demande parfois comment un sondage sur 1000 individus d’une population peut donner le résultat d’une

élection. Comment en vérifiant que 100 voitures fonctionnnent, on a de bonnes chances que toutes les voitures du
même modèle fonctionneront de la même manière. En fait, comment en prenant des informations sur une petite
partie d’une population, on peut avoir de bonnes idées sur l’ensemble de la population ? Ce n’est pas anodin, car
sonder l’ensemble d’une population est souvent difficile voir impossible.

On appelle cette méthode, l’échantillonnage. On prend un échantillon d’une population pour essayer de
connaître certaines informations sur la population entière. La première question que l’on peut se poser est
comment prendre cet échantillon ?

Il y a les échantillons aléatoires : On choisit les individus d’une population au hasard. Un des problèmes
est que le hasard n’est jamais parfait. Rien ne peut nous assurer, que nous ne prendront pas au hasard 90% de
moins de 25 ans, dans une population qui n’en a que 30%.
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II.3. Estimation par intervalle de confiance

L’autre méthode est donc celle des échantillons représentatifs : On choisit alors certains critères qui
discriminent les individus d’une population en cherchant à reproduire les catégories de la population. Le problème
est qu’il est très difficile voir impossible que considérer tous les critères existants, ainsi on biaise forcément le
choix. Par exemple, dans la population francaise, il n’y a pas un nombre fini de critères à prendre en compte. Les
gens diffèrent par leur taille, poids, âges, religions, taille des jambes, taille des pieds, couleurs peaux, couleurs de
cheveux, etc... C’est impossible d’avoir un échantillon prenant en compte chaque critère.

De plus, il y a deux points importants à prendre en compte lorsque qu’on choisit un échantillon : La taille de
celui ci et la taille totale de la population. Si la taille de la population est très petite il faut faire attention à la
façon de constituer l’échantillon. Celui-ci peut être rapidement biaisé.

Pour tous ces problèmes on restera dans le cadre suivant dans le reste de ce cours : Les populations choisies
seront de taille très grande et les échantillons seront aléatoires et de taille importante.
Définition II.3 (échantillon) :
On appelle n-échantillon aléatoire une suite de variables aléatoires, notée X1, . . . , Xn, où Xi désigne la valeur de
la caractéristique d’intérêt associée au ième individu pris au hasard dans la population.

Remarque :
Il ne faut pas confondre, un échantillon qui est composé d’une suite de variables aléatoires et la réalisation de cet
échantillon après expérience, que l’on notera x1, . . . , xn. Le premier est probabiliste, la seconde est déterministe.
Par exemple, considérons un échantillon aléatoire X1, . . . , Xn qui donne la taille de n étudiants en L2 AES tirés
au hasard. Ici X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires (toutes de même loi) et non des données numériques. Par
contre, on note x1, . . . , xn les résultats d’une expérience, qui sont n tailles de n étudiants. Ces tailles x1, . . . , xn
sont donc des nombres.

II.3 Estimation par intervalle de confiance
Supposons que nous cherchons à connaître un des paramètres de la loi qui régit un caractère d’une population

(par exemple, les paramètres µ et σ2 qui déterminent la loi normale qui régit la taille des individus). Nous
essayons alors, à partir d’un échantillon aléatoire de la population, d’estimer les valeurs de ces paramètres. C’est
ce que l’on appelle l’estimation.

Il existe plusieurs manières d’estimer les paramètres des lois en jeu. Dans ce cours on se concentrera sur l’es-
timation par intervalle de confiance. L’avantage : Donner l’appartenance d’une variable aléatoire à un intervalle
selon une probabilité donnée.
Définition II.4 (Intervalle de confiance) :
Soit X1, . . . , Xn un n-échantillon. Un intervalle de confiance sur le paramètre θ pour un niveau de risque α ∈]0, 1[
est un encadrement donné par deux variables aléatoires A,B fonctions de l’échantillon X1, . . . , Xn :

P (A ≤ θ ≤ B) = 1− α

Par exemple, si on veut connaître un intervalle de “tailles d’individus” dans lequel si on tire un francais au
hasard, on a 95% de chance qu’il ait une taille qui soit dans cet intervalle.
Pour pouvoir construire les intervalles de confiance, on a besoin d’un peu de théorie des estimateurs.

II.3.1 Estimateurs
Définition II.5 (Estimateur) :
Un estimateur d’un paramètre θ, noté θ̂, est une fonction d’un n-échantillon X1, . . . , Xn :

θ̂ = f(X1, . . . , Xn)

La notion d’estimateur est donc très vaste. On a besoin de poser quelques définitions supplémentaires pour
savoir si un estimateur est "bon" ou "mauvais" pour θ.
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II.3. Estimation par intervalle de confiance

Définition II.6 (Estimateur non-biaisé) :
On dit qu’un estimateur θ̂ est non-biaisé si son espérance est égale à θ :

E(θ̂) = θ

Le biais d’un estimateur désigne donc son écart avec θ. Ci dessous la courbe rouge représente la fonction de
densité d’un estimateur non-biaisé pour θ = 2, tandis que les courbes bleues resprésentent les fonctions de densité
d’estimateurs biaisés.

Figure II.1 – Estimateurs biaisés / non-biaisés

Il est clair que l’on préfère donc les estimaterus non biaisés.

Exemple II.1 :
Montrons que la moyenne empirique d’un échantillon est un estimateur non-biaisé de l’espérance. Considérons
donc une population dont la taille en mètres suit une loi normale N (m, 1). Montrons que

Xn = 1
n

n∑
i=1

Xi

est un estimateur sans biais de m :

E(X) = E
(

1
n

n∑
i=1

Xi

)

= 1
n

n∑
i=1
E(Xi) , par linéarité de l’espérance

= 1
n

n∑
i=1

m , car les Xi sont dans l’échantillon et suivent une loi N (m, 1)

= m

Un autre exemple pourrait être de montrer que la variance empirique

S̃n
2

= 1
n

n∑
i=1

(Xi −Xn)2
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II.3. Estimation par intervalle de confiance

est un estimateur biaisé de la variance. C’est pour cela que l’on a défini la variance empirique corrigée

S2
n = 1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2

qui est un estimateur non biaisé de la variance.

II.3.2 Calculs d’intervalle de confiance
Nous allons établir une méthode générale pour établir un intervalle de confiance. Attention, cette méthode

ne fonctionne pas dans tous les cas, mais dans tous ceux que l’on aura à traiter dans ce cours.
Imaginons que nous souhaitons estimer un paramètre θ inconnu. On veut donc l’encadrer par deux variables

aléatoires A et B qui sont fonctions de l’échantillon X1, . . . , Xn.
1. Soit θ̂ un estimateur sans biais et convergent du paramètre θ. On essaie alors de changer cette variable

aléatoire de manière à ce que sa loi soit connue (on utilise en général le théorème central limite II.1).
Notons la nouvelle variable aléatoire g(θ, θ̂). Cette variable aléatoire doit être vide de tout paramètre
inconnu différent de θ.

2. Comme on connaît la loi de g(θ, θ̂) on peut trouver deux constantes a et b telles que :

P
(
a ≤ g(θ, θ̂) ≤ b

)
= 1− α

Si g(θ, θ̂) suit une loi normale, on choisit a et b de tel manière que :

P
(
a ≤ g(θ, θ̂)

)
= 1− α

2 P
(
g(θ, θ̂) ≤ b

)
= 1− α

2 .

De cette manière, on a un intervalle symétrique.
3. Ensuite, on isole θ au centre pour avoir un encadrement de θ, et on a notre intervalle de confiance :

P (A(θ̂) ≤ θ ≤ B(θ̂)) = 1− α

4. Enfin, si on veut connaître l’intervalle de notre paramètre θ, il suffit de nous donner une réalisation x =
(x1, . . . , xn) de notre échantillon, puis de remplacer cette réalisation dans notre encadrement. On obtient
alors notre intervalle de confiance :

IC1−α = [A(θ̂(x)), B(θ̂)] = [a, b]

Cela veut dire, que l’on est sûr avec une probabilité de (1− α) que θ est dans l’intervalle [a, b].

Exemple II.2 :
Dans cet exemple, on veut estimer l’espérance µ d’une variable aléatoire X qui suit une loi normale N (µ , 3, 25).
On a à notre disposition un échantillon de taille n = 200 de variables aléatoires i.i.d. de même loi que X. On sait
d’autre part que la moyenne de la réalisation cet échantillon est xn = 5, 25. On veut que l’intervalle ait niveau de
risque α = 5%. Autrement dit, on veut que la probabilité que µ soit dans cet intervalle de confiance soit de 0, 95.

1. On veut estimer l’espérance µ (qui est la moyenne de la variable aléatoire) donc on choisit ... la moyenne
empirique comme estimateur. D’après la linéarité de la loi normale (Proposition I.5) on a (On choisit ici
un intervalle centré sur la moyenne. C’est souvent le plus utilisé quand on a une loi normale) :

Xn ∼ N (µ, σ
2

n
)

D’où par réduction :
Xn −E(Xn)√

V(Xn)
= Xn − µ

σ/
√
n
∼ N (0, 1)

On a réussit à ramener notre estimateur Xn à une loi qui ne dépend pas de θ. Ici

g(Xn, µ) = Xn − µ
σ/
√
n
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II.3. Estimation par intervalle de confiance

2. Les quantiles de la loi normale centrée réduite N (0, 1) sont donnés par sa fonction de répartition Φ. Ainsi,
on a :

P

(
Xn − µ
σ/
√
n
≤ Φ−1

(
1− α

2

))
= 1− α

2
et

P

(
Xn − µ
σ/
√
n
≥ Φ−1

(α
2

))
= 1− α

2
D’où :

P

(
Φ−1

(α
2

)
≤ Xn − µ

σ/
√
n
≤ Φ−1

(
1− α

2

))
= 1− α⇐⇒

3. On isole µ :

P

(
Xn −

σ√
n

Φ−1
(α

2

)
≥ µ ≥ Xn −

σ√
n

Φ−1
(

1− α

2

))
= 1− α

Or, d’après la propriété de symétrie de la loi normale, on a Φ−1 (α
2
)

= −Φ−1 (1− α
2
)
. Donc on peut conclure

sur notre intervalle de confiance :

P

(
Xn + σ√

n
Φ−1

(
1− α

2

)
≥ µ ≥ Xn −

σ√
n

Φ−1
(

1− α

2

))
= 1− α

On peut donc appliquer numériquement au risque α = 5%. Notre intervalle de confiance est :

IC = [xn −
σ√
n

Φ−1
(

1− α

2

)
, xn + σ√

n
Φ−1

(
1− α

2

)
]

= [5, 25−
√

3, 25√
200

Φ−1 (0, 975) , 5, 25 +
√

3, 25√
200

Φ−1 (0, 975)]

= [5 , 5, 5]

Supposons maintenant que l’on garde l’exemple précédent mais que l’on ne connaisse pas la loi de X (mais que
l’on connaisse quand même la variance). On doit alors se remettre au Théorème de la limite centrée II.1. D’après
ce théorème (si n > 30) :

√
n

(
Xn −m

σ

)
L−→ N (0, 1)

On a donc un intervalle de confiance quand n est assez grand. On peut considérer ici qu’il l’est. On appelle cela
un intervalle de confiance asymptotique. Le reste se calcule de la même manière que l’exemple précédent.
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III

Tests d’hypothèse

Dans ce chapitre, on introduit la théorie des tests. La notion de "test" en statistiques nous sert à avoir des
raisons objectives de prendre des décisions. Par exemple, pour savoir si le modèle que l’on a choisit est bon, si deux
évènements sont indépendant, ou encore si un évènement a bouleversé ou pas le chiffre d’affaire d’une entreprise.
Cette théorie étudie la construction et les propriétés de ces tests. C’est la base de la "business intelligence". En
pratique, les tests ne sont pas seulement là pour nous dire quelle décision prendre, ils mesurent aussi les risques
de prendre une décision ou une autre.

Par exemple, quand une banque veut faire un prêt à un client, il peuvent mesurer le risque que le client
ne rembourse pas. Pour cela, il fait une hypothèse appelée hypothèse nulle selon laquelle le client est solvable.
Ensuite, il décide d’une règle de décision qui entraînera le rejet ou le non-rejet de cette hypothèse.

Autre exemple : Une entreprise qui veut savoir si une manifestation a eu un impact sur ses vente. Elle établit
alors l’hypothèse nulle selon laquelle la manifestation n’a pas eu d’impact et construit une règle de décision à
partir d’un échantillon quant au rejet ou non de l’hypothèse.

Nous verrons deux tests basés sur la loi du Khi-deux en fin de cours et d’autres si le temps le permet.

Définition III.1 (Test statistique) :
Un test statistique est une règle de décision relative à une hypothèse sur la loi d’une variable, qui se fonde sur
les observations d’un échantillon de la population.

Dans un test statistique, on prend toujours une décision en confrontant deux hypothèses :
• L’hypothèse nulle, notée H0 qui est l’hypothèse de référence que l’on veut tester.
• L’hypothèse alternative, notée H1 contre laquelle on veut tester l’hypothèse H0.
On peut se demander comment choisir l’hypothèse nulle. Par exemple, imaginons que l’on veut savoir si

une action marketing a de l’influence sur les ventes d’un magasin. On peut choisir de tester H0 : "L’action a de
l’influence" contre H1 : "L’action n’a pas d’influence". Mais on peut aussi tester H0 : "L’action n’a pas d’influence"
contre H1 : "L’action a de l’influence".

En général, on choisit H0 comme l’hypothèse dont le coût d’une erreur la plus élevée. Par exemple, ici, dans
le premier cas on risque de refinancer l’action alors que dans l’autre on risque seulement d’avoir un manque à
gagner. On peut donc choisir le premier cas. Ce choix influe sur la règle de décision.

On distingue deux types de tests :
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III.1. Région critique d’un test

• Les tests paramétriques : Ils portent sur un ou plusieurs paramètres de la loi d’une caractéristique d’une
population.

• Les tests non-paramétriques : Ceux-ci concernent une loi ou certaines caractéristiques de variables aléatoires.

Exemple III.1 :
Un exemple de test paramétrique est si on veut tester la paramètre d’une loi. Par exemple, pour une variable
aléatoire X qui suit une loi de Poisson de paramètre θ, on peut tester :

H0 : θ = 3 contre θ = 4

Un exemple de test non paramétrique a été donné ci dessus (celui du test de l’action marketing). On verra
aussi les tests du Khi-deux.

Parmi les tests paramétriques (on prendra θ comme paramètre quelconque), on distingue les hypothèse simples
qui caractérise complètement la loi en cas d’acceptation (Si X suit une loi du Khi-deux de paramètre k, "H0 :
k = 5" caractérise la loi en cas d’acceptation puisque on aura X ∼ χ2(5)) aux hypothèses composites qui laisse
plusieurs possibilités à la loi (dans le même exemple, "H0 : k 6= 5" laisse beaucoup de possibilités à k, en cas
d’acceptation). Dans le deuxième cas, sous l’hypothèse H0, il est clair que l’on ne peut pas calculer avec exactitude
P (X ≤ c), où c ∈ R. Généralement on construit souvent lest tests avec H0 une hypothèse hypothèse simple.

Dans les tests "hypothèse simple contre hypothèse composite", il existe deux familles :
• Les tests unilatéraux : Ils sont de la forme H0 : θ = θ0 contre H1 : θ < θ0 ( ou H1 : θ > θ0).
• Les tests bilatéraux : Ils sont de la forme H0 : θ = θ0 contre H1 : θ 6= θ0

III.1 Région critique d’un test
La région critique d’un test est la zone où on rejette l’hypothèse nulle H0. Pour cela, on doit définir une

statistique de test et une valeur critique.

Définition III.2 :
Une statistique de test, notée Tn, est une variable aléatoire définie comme fonction des variables de l’échantillon
X1, . . . , Xn :

Tn(X1, . . . , Xn)

La région critique d’un test, notée W , est un ensemble de réalisations de la statistique de test pour lesquelles
l’hypothèse nulle est rejetée. Elle est de la forme :

W = {x1, . . . , xn|Tn(x1, . . . , xn) ∈ R(c)}

où R(c) est un ensemble délimité par des valeurs notées c ici.
La région de non rejet de l’hypothèse nulle H0 est donc le complémentaire de W noté W .

Remarque :
Ces définitions sont ici à titre informatif, pour fixer les bases mathématiques. Le but de ce cours n’est pas de
faire comprendre l’ensemble des fondements mathématiques des tests statistiques. C’est pour cela que l’on se
rappellera surtout les points suivants : Généralement (et sûrement à tout moment dans ce cours) la
statistique du test n’est rien d’autre qu’un estimateur du paramètre θ à tester. De plus, la région
critique est seulement la zone où l’on rejette l’hypothèse H0. Si la réalisation de la statistique de
test, pour les données concrètes de l’échantillon, appartient à la région critique, on rejette H0 ;

Exemple III.2 :
Lors des dernières élections, un parti a réalisé 21% des suffrages. On réalise, 1 an plus tard, un sondage sur
1000 personnes et 18% des sondées affirment vouloir voter pour ce parti. On s’interroge alors sur cette baisse de
pourcentage. On pose alors l’hypothèse nulle H0 : p = 21% et l’hypothèse alternative p < 21%.
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III.2. Risques d’un test

Sous l’hypothèse H0, le nombre de vote pour le parti, N suit une loi binomiale de paramètre n = 1000 et
π = 0, 21. Ainsi, ce nombre admet pour espérance nπ et pour variance nπ(1 − π). Donc la proportion π = N

n a
pour espérance π et pour variance π(1−π)

n . Or, comme n est assez grand, d’après le théorème de la limite centrée,
p−π√

π(1−π)/n
∼ N (0, 1). Une région critique liée à l’observation est :

W = {x|p(x) < 0, 18}

III.2 Risques d’un test
Quand on fait un test statistique, on considère 2 risques : les risques de première et de deuxième espèce. Ce

sont seulement des définitions !

Définition III.3 :
Le risque de première espèce (ou risque d’erreur de type I) est le risque que H0 soit vraie alors qu’on l’a rejeté.
Le risque de deuxième espèce (ou risque d’erreur de type II)est le risque que H1 soit vraie alors qu’on n’a pas
rejeté H0.

Décision
Non-rejet de H0 Rejet de H0

Population H0 Vrai Bonne décision Erreur de type I
H1 Vrai Erreur de type II Bonne décision

Table III.1 – Risques de type I et II

Les probabilités de ces risques donnent des informations importantes pour la prise de décision. Elles sont
souvent fixées par ceux qui commandent les tests statistiques pour leur entreprise (par exemple).

Définition III.4 (Niveau d’un test) :
Le niveau d’un test, noté α, est la probabilité du risque d’erreur de type I. Autrement dit, c’est la probabilité
d’être dans la région critique W sachant que H0 est vrai, donc la probabilité que H0 soit fausse alors qu’on l’a
accepté :

α = P (W |H0)

Il est clair, que le but d’un test est de se tromper le moins possible. C’est pourquoi plus le niveau d’un test
est faible, mieux c’est ! On ne veut pas que H0 soit fausse alors qu’on l’a accepté !

Définition III.5 (Puissance d’un test) :
On appelle puissance d’un test, la probabilité de rejeter l’hypothèse nulle H0 alors que l’hypothèse H1 est vraie
dans la population. C’est donc la probabilité du complémentaire du risque de seconde espèce :

Puiss = P (W |H1) = 1− β

où β est la probabilité du risque d’erreur de type II, β = P (W |H1).

Comme précédemment, on aimerai que le risque de seconde espèce soit le plus petit possible. Donc plus le
test est puissant (= plus la puissance du test est grande), mieux c’est !

Exemple III.3 (Comment calculer la région critique à partir d’un risque de première espèce α
donné ?) :
Reprenons l’exemple du sondage précédent. Supposons que l’on accepte un risque de première espèce de α = 5%.
Alors, par définition, on cherche c tel que :

P (p < c) = 0, 05
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Ramenons nous alors à une loi normale centrée réduite grâce au théorème de la limite centrée :

P (p < c) = P ( p− π√
π(1− π)/n

<
c− π√

π(1− π)/n
) = 0, 05

On cherche alors la quantile d’ordre α dans la table et on a : Φ−1(α) = −1, 645. Donc :

c− π√
π(1− π)/n

= −1, 645

D’où :
c = 18, 4%

Ce résultat indique que l’on doit rejeter l’hypothèse nulle, au risque de 5% si la proportion est inférieure à
18, 4%. Ce qui est le cas ici. Donc on peut conclure à une baisse réelle de la popularité du parti.

III.3 Prendre une décision
Maintenant que nous avons défini toutes les notions qu’il faut pour comprendre ce qu’est un test statistique.

On peut alors se poser la question : Comment prendre une décision lors d’un test. On va établir des règles pour
cela. Essayons de donner une manière pour procéder à un test statistique.

1. On pose l’hypothèse nulle H0 et l’hypothèse alternative H1. Il ne faut pas oublier de choisir H0 comme
l’hypothèse pour laquelle l’erreur a un "coût" moins élevé.

2. On définit la statistique de test Tn. En général, celle ci est un estimateur du paramètre θ, pour un test
paramétrique (Pour les tests du Khi-deux, Tn ∼ χ2(k)).

3. Calculer la loi de Tn sachant H0.
4. Maintenant, il y a deux possibilités. Les variables β, α et c (la constante qui apparaît dans la définition de

la région critique) sont dépendantes les unes des autres. On a vu que la connaissance de la région critique
permet de définir α et β (voir les définitions). Il arrive aussi que l’utilisateur impose le valeur de α (1, 5 ou
10% par exemple). Dans ce cas, on peut trouver la région critique (et donc la valeur de β).

5. A partir des observations faites sur l’échantillon, calculer la réalisation de la statistique de test Tn.
6. Pour finir, on peut comparer la réalisation à la région critique du test. Alors, si la réalisation appartient à

la région critique du test, on peut rejeter l’hypothèse nulle pour un niveau de risque α. Sinon, on accepte
l’hypothèse nulle.

III.4 Tests du Khi-deux

III.4.1 Test d’adéquation du Khi-deux
Parfois, un ensemble de mesures nous donne un tableau de valeurs qui provient de l’observation d’un phéno-

mène. On cherche alors une loi probabiliste qui modélise ce phénomène. Le test d’adéquation du Khi-deux sert
à savoir si notre loi correspond bien aux observations. Ce test suit alors les hypothèses suivantes :

H0 : X ∼ L(θ) contre H1 : X ne suit pas la loi L(θ)

où L(θ) est une loi de paramètre θ connu.
L’idée est de comparer les valeurs données par la loi, aux observations données. On définit alors la statistique

du Khi-deux qui définie le test :

Définition III.6 :
Considérons le tableau d’observations suivant :
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Variable X X = O1 · · · X = Oj · · · X = Ok Total
Effectifs empiriques (basés sur les observations) n1 · · · nj · · · nk n
Effectifs théoriques (calculés à partir de la loi) N1 · · · Nj · · · Nk n

La statistique de test d’adéquation du Khi-deux, notée Kn, est définie par :

Kn =
k∑
j=1

(nj −Ni)2

Ni

La variable aléatoire Kn suit alors, sous l’hypothèse H0, une loi du Khi-deux à k − 1 degrés de libertés.

Exemple III.4 :
On réalise un sondage sur 200 personnes qui doivent donner le nombre d’ordinateurs chez eux :

Nombre d’ordinateurs 0 1 2 3 4 5 6 et plus
Effectifs 60 73 43 17 5 2 2

On se propose de modéliser la cette observation par une loi de Poisson de paramètre 1,2. On rappelle que la
loi de Poisson est donnée par la formule :

P (X = k) = e−1,2 × 1, 2k

k!

En faisant les calculs on trouve le nombre de personnes théoriques dans chaque cas.

Nombre d’ordinateurs 0 1 2 3 4 et plus
Effectifs 60 73 43 17 7

Effectifs théoriques 60,25 72,28 43,38 17,34 6,76

Le "6,76" a été obtenu de manière à avoir un effectif théorique total à 200. On a regroupé les effectifs trop
faibles pour ne pas fausser le test. Les écarts sont faibles. Mais sans un test, on ne peut que prendre des décisions
subjectives. Le résultats du test du khi-deux ici donne :

La réalisation de Kn est alors : Kn(x) = 0, 02664.
Ce résultat doit être comparé avec la loi du Khi-deux à 5 − 1 = 4 degrés de liberté. La région critique du

test du Khi-deux est donnée par W = {x|Kn(x) > F−1
4 (1− α)}, où F5 est la fonction de répartition de la loi du

Khi-deux à 4 degrés de libertés.
Imaginons ici que l’on souhaite faire teste de niveau α = 1%. Sur la table du Khi-deux on peut trouver

F−1
4 (1− α) = 13, 2767 ce qui est bien supérieur à la réalisation de la statistique de test. Ainsi, on peut accepter

sans problème H0 et donc on peut conclure que la loi de Poisson modélise bien le phénomène.

III.4.2 Test d’indépendance
Le test d’indépendance du Khi-deux, un un système de prise de décision quant à l’indépendance de deux

variables aléatoires. Les hypothèses mise en jeu sont donc :

H0 : X et Y sont indépendants contre H1 : X et Y ne sont pas indépendants

L’idée est de comparer les valeurs d’un tableau indépendant, calculé à partir des effectifs totaux, et les valeurs
observées.

Définition III.7 :
Considérons le tableau d’observations suivant :

27



III.4. Tests du Khi-deux

X\Y X = a1 · · · X = aj · · · X = ak Total
Y = b1 n1,1 · · · nj,1 · · · nk,1 nY=1
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Y = bi n1,i · · · nj,i · · · nk,i nY=i
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Y = bl n1,l · · · nj,l · · · nk,l nY=l
Total nX=1 · · · nX=j · · · nX=k n

On mets en comparaison le tableau de contingence théorique, calculé, sous l’hypothèseH0, grâce à la définition
d’indépendance entre X et Y :

X\Y X = a1 · · · X = aj · · · X = ak Total
Y = b1

nY =1×nX=1
n · · · nY =1×nX=j

n · · · nY =1×nX=k

n nY=1
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Y = bi
nY =i×nX=1

n · · · nY =i×nX=j

n · · · nY =i×nX=k

n nY=i
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Y = bl
nY =l×nX=1

n · · · nY =l×nX=j

n · · · nY =l×nX=k

n nY=l
Total nX=1 · · · nX=j · · · nX=k n

La statistique du test d’adéquation du Khi-deux, notée Kn, est définie par :

Cn =
k∑
j=1

l∑
i=1

(nj,i − nY =i×nX=j

n )2

nY =i×nX=j

n

La variable aléatoire Cn suit alors, sous l’hypothèse H0, une loi du Khi-deux à (k−1)(l−1) degrés de libertés.

Exemple III.5 :
Une entreprise essaie de savoir s’il y a un lien entre le salaire et le fait d’avoir plus ou moins de 30 ans. On a les
données suivantes :

Age \ Salaire < 1500 ≥ 1500 Total
moins de 30 ans 68 35 103
Plus de 30 ans 70 50 120

Total 138 85 223

En faisant les calculs on a :
Age \ Salaire < 1500 ≥ 1500 Total

moins de 30 ans 63,74 39,26 103
Plus de 30 ans 74,26 45,74 120

Total 138 85 223

‘
Par exemple, pour la première case on fait :

103× 138
223 = 63, 74

ou pour la dernière case :
85× 120

223 = 45, 74

On peut ensuite calculer la réalisation de la statistique du test :

Kn(x) = 1, 39

Ce résultat doit être comparé avec la loi du Khi-deux à (2− 1)(2− 1) = 1 degré de liberté. La région critique
du test du Khi-deux est donnée par W = {x|Kn(x) > F−1

1 (1− α)}, où F1 est la fonction de répartition de la loi
du Khi-deux à 1 degrés de libertés.
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Imaginons ici que l’on souhaite faire teste de niveau α = 1%. Sur la table du Khi-deux on peut trouver
F−1

1 (1 − α) = 6, 64 ce qui est bien supérieur à la réalisation de la statistique de test. Ainsi, on peut accepter
sans problème H0 et donc on peut conclure que le salaire est indépendant du fait d’avoir plus ou moins de 30
ans dans cette entreprise.
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