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Examen de Mathématiques et statistiques appliquées aux
sciences sociales

L2 AES
29 avril 2019

Enseignant : Simon ROBY

Le sujet est composé de plusieurs exercices largement indépendants.
Les questions de cours sont des définitions, propriétés ou applications directes vues en cours.
L’exercice 1 construit un intervalle de confince grâce au théorème central limite.
L’exercice 2 propose deux estimations de la moyenne de la durée de vie des ampoules dans

une production.
L’exercice 3 nous donnera l’indépendance ou la dépendance du groupe sanguin par rapport

au Rhésus.

Une attention particulière à la rédaction et au soin sera valorisée par le correcteur. Tout
résultat illisible ne sera pas corrigé.

Le sujet est noté sur 30 points. Le correcteur se donnera le choix, en fonction de la réussite ou
non de l’examen, à ramener les notes sur 20 ou à laisser le barème tel qu’il est. Un changement
affine des notes peut être envisagé.

Remarques :
• Les questions de cours étaient toutes des copiés-collés du cours ou des applications directes

largement vues en TD.
• Les 2 premières questions de l’exercice 1 étaient dans le cours. La dernière était très

similaire à l’exemple II.2 p. 19
• L’exercice 2 a été fait de manière similaire en TD et aussi dans l’exemple III.5 p. 25
• La partie A du dernier exercice a été presque "copiée" de l’exercice sur les oeufs vu en TD.

La partie B était plus difficile.
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Questions de cours [7 points]
Les définitions et propositions doivent être énoncées avec rigueur.

1. Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées sui-
vant une loi N (0, 1). Quelle est la loi de X =

n∑
i=1

X2
i ? [0,5 point]

Solution: La variable aléatoire X suit une loi du Khi-deux à n degrés de libertés. On
le note X ∼ χ2(n).

2. Si X ∼ N (5, 9), comment se ramener à une loi normale centrée réduite ? [0,5 point]

Solution: La variable aléatoire X−5
3 suit une loi normale centrée réduite.

3. Soit X une variable aléatoire qui admet F pour fonction de répartition. Donner la valeur de
P(a < X < b) en fonction de F (a) et F (b). Démontrer ce résultat. [1 point]

Solution: La formule est

P(a < X < b) = F (b)− F (a)

.

Démonstration. On a :

P(a < X < b) = P
((
{X > b} ∪ {X < a}

)C)
= 1−P

(
{X > b} ∪ {X < a}

)
= 1−

(
P

(
{X > b}

)
+P

(
{X < a}

))
puisque les deux évènements ont une intersection vide

= 1−
(

1−P
(
{X < b}

)
+P

(
{X < a}

))
= 1−

(
1− F (b) + F (a)

)
= F (b)− F (a)

�

4. Qu’appelle-t-on le risque de première espèce ? [0,5 point]

Solution: Le risque de première espèce (ou risque d’erreur de type I) est le risque que
H0 soit vraie alors qu’on l’a rejeté.
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5. Quand un estimateur est dit "non biaisé" ? [0,5 point]

Solution: On dit qu’un estimateur θ̂ est non-biaisé si son espérance est égale à θ :

E(θ̂) = θ

6. Définir le niveau d’un test. [0,5 point]

Solution: Le niveau d’un test, noté α, est la probabilité du risque d’erreur de type I. Si
on veut donner une réalisation concrète, c’est la probabilité d’être dans la région critique
W sachant que H0 est vrai :

α = P (W |H0)

7. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale de moyenne 0.8 et de variance 4.
Calculer (faire un ajustement affine si nécessaire) :
7a. P(X > 1, 78) [0,5 point]

Solution: On effectue le calcul en se ramenant à une loi normale centrée réduite :

P(X > 1, 78) = P
(
X − 0, 8

2 > 0, 49
)

= 1−P
(
X − 0, 8

2 < 0, 49
)

= 1− Φ(0, 49) , car X − 0, 8
2 ∼ N (0, 1)

= 1− 0, 6879 , grâce à la table de la loi normale centrée réduite
= 0, 3121

7b. la valeur de c telle que P(X > c) = 0, 877 [1 point]

Solution: Comme pour la question précédente :

P(X > c) = P
(
X − 0, 8

2 >
c− 0, 8

2

)
= 1−P

(
X − 0, 8

2 <
c− 0, 8

2

)

D’où :
P(X > c) = 0, 877⇔ P

(
X − 0, 8

2 <
c− 0, 8

2

)
= 0, 123
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Donc
c− 0, 8

2 = Φ−1(0, 123)

Cependant la valeur 0,123 n’appartient pas au tableau. On utilise alors la formule :

Φ−1(1− α) = −Φ−1(α) ∀α ∈ [0, 1]

On a finalement :
0, 8− c

2 = Φ−1(0, 877) = 1, 16

D’où
c = −1, 52

8. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de Fischer de paramètres 7 et 9. Calculer :
8a. la valeur de d telle que P(X < d) = 0, 95 [1 point]

Solution: La table de loi 3 nous donne immédiatement le résultat :

d = 3, 29

8b. la valeur de y telle que P(X < y) = 0, 97 (Indice : Ajustement affine) [1 point]

Solution: D’après les deux tables de loi de Fischer, on a :

P(X < 4, 20) = 0, 975 et P(X < 3, 29) = 0, 95

On fait un ajustement affine pour trouver la valeur voulue. On calcule d’abord le
coefficient directeur de la droite affine :

4, 20− 3, 29
0, 975− 0, 95 = 0, 91

0, 025 = 36, 4

Ensuite l’ordonnée à l’origine :

3, 29− 36, 4× 0, 95 = −31, 29

Puis on trouve la valeur voulue en remplaceant dans l’équation de la droite affine
trouvée :

y = 36, 4× 0, 97− 31, 29 = 4, 018

Pour plus d’explication sur l’ajustement affine, voir le .pdf dans le dossier.
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Exercice 1 : Intervalle de confiance et TLC [4 points]
La société Audimat, désirant évaluer la proportion p de téléspectateurs regardant une certaine

émission de télévision, interroge n téléspectateurs par téléphone.
On note X la variable aléatoire qui, à tout individu, fait correspondre le nombre 1 s’il a

regardé l’émission, et 0 sinon. On note (X1, ..., Xn), le n-échantillon de X ainsi obtenu ; Xi étant
la réponse de l’individu numéroté i. Les Xi sont donc des variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de loi de Bernoulli de paramètre p

Le but est d’estimer la proportion p, en donnant un intervalle de confiance au risque α, avec
α ∈]0; 1[ «petit».

On suppose que la société Audimat a interrogé n = 200 personnes. Sur ces 200 personnes,
40 ont répondu avoir regardé l’émission de télévision.
1. Enoncer le théorème de la limite centrée (TLC). [1 point]

Solution: Soit (Xn) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identique-
ment distribuées (iid) avec une espérance µ et une variance σ2 finies. Alors la moyenne
empirique vérifie :

√
n

(
Xn −m

σ

)
L−→ N (0, 1)

2. En sachant que p est la moyenne de chaque Xi, autrement dit E(Xi) = p, quel estimateur
peut-on utiliser pour estimer p ? [1 point]

Solution: On utilise la moyenne empirique pour estimer une moyenne :

Xn = 1
n

n∑
i=1

Xi

PS : Je pense avoir répété cette phrase 5 fois pendant le cours...

3. On suppose que n est assez grand pour utiliser le TLC. Donner alors un intervalle de confiance
de p d’ordre α = 1%. (Rappel : Ici les Xi suivent une loi de Bernoulli. Donc leur variance est
p(1− p). On peut donc remplacer σ par un estimateur bien trouvé de

√
p(1− p)... à partir

de celui de p...) [2 points]

Solution: D’après le théorème de la limite centrée, on a toutes les hypothèses pour
affirmer que

√
n

(
Xn −m

σ

)
L−→ N (0, 1)

On va utiliser ce théorème pour trouver l’intervalle de confiance. Pour estimer σ on utilise
le "rappel" de la question. Comme σ =

√
p(1− p), on l’estime avec :

√
Xn(1−Xn). Ainsi,
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d’après la table de loi de la loi normale centrée réduite, pour le seuil α = 1%, on a :

P

−2, 575 <
√
n

 Xn −m√
Xn(1−Xn)

 < 2, 575
 = 1− α

D’où :

P

−2, 575×
√
Xn(1−Xn)
√
n

+Xn < m <
2, 575×

√
Xn(1−Xn)
√
n

+Xn

 = 1− α

Après les calculs, en remplacant Xn par la valeur donnée par l’énoncé dans le sondage,
soit 40

200 = 1
5 et en remplacant n par 200, on a l’intervalle de confiance suivant au seuil

α = 1% :

[0.2− 2.575
√

0.2× 0.8/200; 0.2 + 2.575
√

0.2× 0.8)/200] = [0.127; 0.273]

Exercice 2 : Lien Groupe sanguin / Rhésus ? [5 points]
On veut étudier la liaison entre les caractères : «Groupe sanguin» et «Rhésus», sur une

population de 1000 personnes. On rappelle que les groupes sanguins sont A, B, AB, O et le
Rhésus est soit positif soit négatif. Voici les résultats observés :

Rhésus
Groupe A B AB O

+ 378 66 38 369
- 62 12 8 67

1. Enoncer le nom et les hypothèses du test à réaliser [1 point]

Solution: Pour évaluer la liason entre deux caractères on utilise un test d’indépendance
du Khi-Deux. On confronte les hypothèses :

H0 : Rhésus et Groupes sont indépendants

contre

H1 : Rhésus et Groupes ne sont pas indépendants

2. Faire le test pour établir la liaison entre ces caractères [3 points]

6 / 16



Solution: Refaisons d’abord le tableau en y ajoutant les totaux :

Rhésus
Groupe A B AB O Total

+ 378 66 38 369 851
- 62 12 8 67 149

Total 440 78 46 436 1000
Posons X le caractère "Rhésus" et Y le caractère "Groupe". On mets en comparaison
le tableau de contingence théorique, calculé, sous l’hypothèse H0, grâce à la définition
d’indépendance entre X et Y . Donc si X et Y son indépendants, on a le tableau suivant.

Rhésus
Groupe A B AB O Total

+ 374,44 66,378 39,146 371,036 851
- 65,56 11,622 6,854 64,964 149

Total 440 78 46 436 1000
Par exemple, pour la première case en haut à gauche on calcule :

851× 440
1000

On peut ensuite calculer la réalisation de la statistique du test, qui est la somme des
écarts quadratiques entre les deux tableaux :

Kn(x) = (378− 374, 4)2

374, 4 + (66− 66, 378)2

66, 378 + · · · = 0, 5425

3. Conclure (Quel est le risque de se tromper ?) [1 point]

Solution: Ce résultat doit être comparé avec la loi du Khi-deux à (4 − 1)(2 − 1) = 3
degré de liberté. La région critique du test du Khi-deux est donnée parW = {x|Kn(x) >
F−1

3 (1 − α)}, où F3 est la fonction de répartition de la loi du Khi-deux à 3 degrés de
libertés.
Imaginons ici que l’on souhaite faire un test de niveau α = 5%. Sur la table du Khi-deux
on peut trouver F−1

3 (1 − α) = 7, 8147 ce qui est bien supérieur à la réalisation de la
statistique de test. Ainsi, on peut accepter sans problème H0 et donc on peut conclure
que les groupes et Rhésus sont indépendants.
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Exercice 3 : La durée de vie d’une ampoule [14 points]
Dans une entreprise qui fabrique des ampoules, on s’intéresse à la durée de vie des ampoules.

On choisit au hasard 36 ampoules. On étudie leur durée de vie. Celle-ci peut être considérée
comme la réalisation d’une variable aléatoire normale X, de moyenne m et de variance σ2. On
admet que les durées de vie des ampoules sont indépendantes les unes des autres. Les mesures
sont données (par ordre croissant) en heures :

15034 / 15262 / 15379 / 15499 / 15582 / 15767 / 15141 / 15313 / 15389 / 15504 / 15591
/ 15799 / 15151 / 15328 / 15463 / 15512 / 15595 / 15810 / 15207 / 15330 / 15476 / 15524 /
15705 / 15930 / 15222 / 15332 / 15478 / 15528 / 15718 / 16058 / 15238 / 15339 / 15493 /
15556 / 15731 / 16315

A Estimation par intervalle de confiance [4.5 points]
A1. Calculer la réalisation de la moyenne empirique et la variance empirique de cette série

statistique [1 point]

Solution: Les formules de la moyenne et de la variance sont données dans le cours :

Xn = 1
n

n∑
i=1

Xi

S2
n = 1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2

Et on trouve : m = 15508, 31 et σ2 = 71991, 13
Remarque : J’ai cru, à tort, que tout le monde avait une calculatrice scientifique et
pouvait faire ces calculs facilement. J’en ai tenu compte dans la correction en comptant
les applications numériques comme du bonus pour le reste de l’exercice. Mais j’insiste sur
le fait que l’on a pas besoin de ces valeurs pour la suite de l’exercice. On peut continuer
sans faire les applications numériques.

A2. Donner un estimateur de chaque paramètre m et σ. [1 point]

Solution: L’estimateur de la moyenne est la moyenne empirique :

Xn = 1
n

n∑
i=1

Xi

L’estimateur de la variance est la variance empirique corrigée :

S2
n = 1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2
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A3. Donner un intervalle de confiance au niveau 95%, puis 98%, de la durée de vie moyenne m
d’une ampoule. [3 points]

Solution: Par linéarité de la loi normale on a :

Xn ∼ N (µ, σ
2

n
)

D’où par réduction :
Xn −E(Xn)√

V(Xn)
= Xn − µ

σ/
√
n
∼ N (0, 1)

On peut donc passer à l’étape deux pour trouver un encadrement de cette fonction-
nelle. Or les quantiles de la loi normale centrée réduite sont donnée par sa fonction de
répartition Φ. Ainsi, on a :

P

(
Xn − µ
σ/
√
n
≤ Φ−1

(
1− α

2

))
= 1− α

2

et
P

(
Xn − µ
σ/
√
n
≥ Φ−1

(
α

2

))
= 1− α

2
D’où :

P

(
Φ−1

(
α

2

)
≤ Xn − µ

σ/
√
n
≤ Φ−1

(
1− α

2

))
= 1− α

⇐⇒ P

(
Xn −

σ√
n

Φ−1
(
α

2

)
≥ µ ≥ Xn −

σ√
n

Φ−1
(

1− α

2

))
= 1− α

Or, d’après la propriété de symétrie de la loi normale, on a Φ−1
(
α
2

)
= −Φ−1

(
1− α

2

)
.

Donc on peut conclure sur notre intervalle de confiance :

P

(
Xn + σ√

n
Φ−1

(
1− α

2

)
≥ µ ≥ Xn −

σ√
n

Φ−1
(

1− α

2

))
= 1− α

Remarque : J’ai toujours accepté les réponses des étudiants qui donnaient la formule
directement. Mais la rédaction pour expliquer ce que l’on fait est indispensable. On ne
donne pas juste des chiffres sans expliquer ce que l’on écrit.

On peut donc appliquer numériquement au risque α = 5%. Notre intervalle de confiance
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est :

IC5 = [xn −
σ√
n

Φ−1
(

1− α

2

)
, xn + σ√

n
Φ−1

(
1− α

2

)
]

= [15508, 31−
√

71991, 13√
36

Φ−1 (0, 975) , 15508, 31 +
√

71991, 13√
36

Φ−1 (0, 975)]

= [15508, 31−
√

71991, 13√
36

1, 96 , 15508, 31 +
√

71991, 13√
36

1, 96]

= [15420, 66 ; 15595, 76]

Et de même au risque α = 1%. Notre intervalle de confiance est :

IC2 = [xn −
σ√
n

Φ−1
(

1− α

2

)
, xn + σ√

n
Φ−1

(
1− α

2

)
]

= [15508, 31−
√

71991, 13√
36

Φ−1 (0, 99) , 15508, 31 +
√

71991, 13√
36

Φ−1 (0, 99)]

= [15508, 31−
√

71991, 13√
36

2, 325 , 15508, 31 +
√

71991, 13√
36

2, 325]

= [15404, 34 ; 15612, 28]

A4. Si le producteur annonce une durée de vie égale à 15600 heures, quelle conclusion peut-on
faire avec les intervalles de confiance ? [0.5 point]

Solution: L’annonce du producteur est dans l’intervalle de confiance pour α = 1%. On
peut donc a priori dire que son estimation est bonne.

B Test d’hypothèse [9.5 points]
On veut ici tester l’hypothèse "H0 : la durée de vie d’une ampoule est de 15600h" contre "H1 :

la durée de vie d’une ampoule est inférieure 15600h"
B1. Expliquez pourquoi on a fait un test unilatéral (H1 : Durée de vie <15600h) au lieu d’un

test bilatéral (H1 : Durée de vie 6= 15600h) ? [1 point]

Solution: On a fait ce test car la moyenne trouvée dans la partie A est inférieure à
15600h.

B2. Définir la région critique de ce test en fonction d’une constante c. [2 points]
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Solution: On rappelle que la région critique d’un test, notée W , est un ensemble de
réalisations de la statistique de test pour lesquelles l’hypothèse nulle est rejetée. Ici
comme on fait un test unilatéral, elle est de la forme :

W = {Xn < c}

c est à déterminer en fonction du niveau du test.

B3. Fixons un niveau de test égal à 5%.
B3a. Retient-on ou non l’hypothèse nulle H0. [1.5 points]

Solution: Le but maintenant est de calculer c dans la région critique pour voir si la
réalisation de notre statistique de test est dans la région critique. On cherche alors
c tel que

P(Xn > c|H0) = 1− α

Soit,

P

(
Xn − 15600
σ/
√
n

>
c− 15600
σ/
√
n

)
= 1− α

car sous H0 la moyenne de Xn est 15600. D’après la table de la loi centrée réduite,

c− 15600
σ/
√
n

= −1, 645

D’où

c = −1, 645 σ√
n

+ 15600 = 1, 645
√

71991, 13√
36

+ 15600 = 15526, 43

La région critique est donc donnée par l’intervalle :

[−∞ ; 15526, 43]

Comme la réalisation de la moyenne empirique trouvée dans la partie A est dans la
région critique, on peut penser, au seuil de 5% d’erreur, que le producteur ment.

B3b. Calculer alors la puissance du test et donc le risque de seconde espèce β. [1.5 points]

Solution: On rappelle que la puissance est définie par

Puiss = P (W |H1) = 1− β
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D’où

Puiss = P
(
Xn − 15508, 31

σ/
√
n

>
15526, 43− 15508, 31

σ/
√
n

)

= P
Xn − 15508, 31

σ/
√
n

>
15526, 43− 15508, 31

√
71991,13√

36


= P

(
Xn − 15508, 31

σ/
√
n

> 0, 41
)

= 0, 3409

D’où β = 65, 91%

B4. On ne fixe plus le niveau du test
B4a. Calculer quel est le niveau de test le plus faible qui permette d’accepter H0. [2 points]

Solution: On fait l’opération inverse de la question précédente. On cherche α si
c = 15508, 31. Ainsi

c− 15600
σ/
√
n

= 15508, 31− 15600
√

71991,13√
36

= −2, 05

Donc, d’après la table de loi de la loi centrée réduite, α = 1− 0, 9798 = 2, 02%.

B4b. Calculer alors la puissance correspondante. Ce test est il bon ? [1.5 points]

Solution: On calcule alors la puissance comme dans la question précédente :

Puiss = P
(
Xn − 15508, 31

σ/
√
n

>
15508, 31− 15508, 31

σ/
√
n

)

= P
(
Xn − 15508, 31

σ/
√
n

> 0
)

= 50%

Ce test est donc seulement bon par son niveau α faible.
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Annexes :

Figure 1 – Table de la loi Normale centrée réduite

On rappelle les valeurs de certains quantiles de la loi normale centrée réduite :

F−1(0, 975) = 1, 96

F−1(0, 995) = 2, 575

F−1(0, 95) = 1, 645
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Figure 2 – Table de la loi du Khi-deux
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Figure 3 – Table de la loi de Fisher pour la quantile P (X ≤ . . .) = 0, 95
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Figure 4 – Table de la loi de Fisher pour la quantile P (X ≤ . . .) = 0, 975
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