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Tous les documents sont autorisés. Toute réponse sans justification ne sera
pas corrigée. Détailler chaque étape de calcul. En particulier, pour les lectures
dans les tables de loi, écrire clairement quand elles sont faites : par exemple pour la
loi normale centrée réduite, écrire

”d’après la table de la loi normale centrée réduite”
après le résultat.
Une attention particulière à la rédaction et au soin sera valorisée par le correcteur.
Tout résultat illisible ne sera pas corrigé.

RAPPELS :

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi N (µ, σ2). Soient un n-échantillon X1, . . . , Xn i.i.d.
suivant la même loi que X.
Estimateurs importants :

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi , S2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2 ,

S∗
n
2 =

1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2 .

1 Pour estimer µ en connaissant σ, on utilise
la formule :

√
n
Xn − µ

σ
∼ N (0, 1)

2 Pour estimer µ avec σ inconnu, on utilise
la formule :

√
n
Xn − µ√

S2
n

∼ t(n− 1)

3 Pour estimer σ en connaissant µ, on utilise
la formule :

n
S∗
n
2

σ2
∼ χ2(n)

4 Pour estimer σ avec µ inconnu, on utilise
la formule :

(n− 1)
S2
n

σ2
∼ χ2(n− 1)

Le Théorème de la limite centrée (TLC) ne nous servira que pour l’estimation d’une proportion p,
en l’absence d’un écart type. Nous admettons que si un échantillon X1, . . . , Xn suit les hypothèses
du TLC, alors si pr est la réalisation de cette proportion dans un échantillon d’une population

P

(
p ∈

[
pr −

√
pr(1− pr)√

n
z1−α/2 ; pr +

√
pr(1− pr)√

n
z1−α/2

])
= 1− α

où z1−α/2 est le quantile de la loi normale centrée réduite d’ordre 1− α/2.



Exercice 1 [7 points]

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale de moyenne 1 et d’écart type 2 :

X ∼ N (1, 4)

1 Déterminer les probabilités suivantes :

a P(X ≤ 1) et P(X ≤ 0). [1.5 point]

b En déduire, P(0 ≤ X ≤ 1). [1 point]

c Trouver un encadrement de t tel que P(X ≤ t) = 0, 75 (on cherche a et b tels que
a ≤ t ≤ b). [1 point]

2 Soit Q ∼ χ2(7).

a Calculer P (Q < 9, 8032). [1 point]

b Trouver un encadrement de t tel que P(Q ≤ t) = 0, 975 (on cherche a et b tels que
a ≤ t ≤ b). [1 point]

c A l’aide d’une extrapolation linéaire, trouver une valeur de t arrondie à 10−4.
l [1.5 point]

Solution:

1 a On a X−1
2
∼ N (0, 1) donc par lecture dans la table de la loi normale

centrée réduite :
P(X ≤ 1) = P(X−1

2
≤ 0) = 0.5

et P(X ≤ 0) = P(X−1
2
≤ −0.5) = P(X−1

2
≥ 0.5)

= 1− P(X−1
2
≤ 0.5) = 1− 0.6915 = 0.3085.

b P(0 ≤ X ≤ 1) = P(X ≤ 1)− P(X ≤ 0) = 0.5− 0.3085 = 0.1915.

c P(X ≤ t) = 0, 75 ⇔ P(X−1
2
≤ t−1

2
) = 0, 75 or on a lit dans la table que

t−1
2
∈ [0.67, 0.68] donc

0.67 ≤ t− 1

2
≤ 0.68 ⇔ 2.34 ≤ t ≤ 2.36 .

2 a On lit dans la table à la 7ème ligne : P (Q > 9, 8032) = 0.2
donc P(Q < 9, 8032) = 1− 0.2 = 0.8.

b On a P(Q ≤ t) = 0, 975 ⇔ P(Q ≥ t) = 1 − 0.975 = 0.025. Cette valeur n’est
pas dans la table. Les valeurs qui l’encadrent sont 0.2 et 0.5. Donc en
descendant à la 7ème ligne, on a :

14.0671 ≤ t ≤ 16.6224 .

c On cherche la droite d’extrapolation linéaire de la forme y = ax+ b. Tout
d’abord :

a =
16.6224− 14.0671

0.02− 0.05
' −85.177 .
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Pour trouver b on remplace par une des valeurs. Prenons (14.0671 ; 0.05)
:

14.0671 = −85.177× 0.05 + b ⇔ b = 14.0671 + 85.177× 0.05 = 18, 3259 .

Donc pour une probabilité x = 0.025 : y = −85.177 × 0.025 + 18, 3259 =
16.1964.

Exercice 2 [5 points]

Voulant évaluer rapidement les résultats obtenus par ses 167 étudiants lors d’un partiel, un
professeur décide de corriger quelques copies tirées au hasard. On sait que les notes d’un partiel
suivent une loi normale.

1 Le professeur corrige un échantillon de n = 25 copies et trouve une moyenne de 11 et un
écart-type de 3. Quel est l’intervalle de confiance à 95% de la moyenne des 167 copies ?
l [2.5 points]

2 Le responsable lui demande finalement d’avoir un écart type de 6. On suppose donc ici que
σ = 6 est connu. Recalculer l’intervalle de confiance à 95% de la moyenne dans ce cas (on
garde l’expérience précédente des n = 25 copies).
l [2.5 points]

Solution:

1 On doit estimer la moyenne µ avec une variance σ2 inconnue. D’après le
cours, on a

√
n
Xn − µ√

S2
n

∼ t(n− 1) .

Donc P

(∣∣∣∣∣√nXn − µ√
S2
n

∣∣∣∣∣ ≥ Sn−1
0.05

)
= 0.05, où Sn−1

0.05 = 1, 980 dans la table. On a donc

P

(∣∣∣∣∣√nXn − µ√
S2
n

∣∣∣∣∣ ≥ Sn−1
0.05

)
= 0.05

⇔ P

(
−

1, 980×
√
S2
n√

n
≤ Xn − µ ≤

1, 980×
√
S2
n√

n

)
= 0.95

⇔ P

(
Xn −

1, 980×
√
S2
n√

n
≤ µ ≤ Xn +

1, 980×
√
S2
n√

n

)
= 0.95

Donc l’intervalle de confiance pour µ est[
Xn −

1, 980×
√
S2
n√

n
; Xn +

1, 980×
√
S2
n√

n

]
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On a n = 25 et S2
n = n

n−1
× 32 = 25

24
× 32 = 9.375 d’où l’intervalle de confiance :[

11− 1, 980×
√

9.375√
25

; 11 +
1, 980×

√
9.075√

25

]
= [9.79 ; 12.21]

2 On doit estimer la moyenne µ avec une variance σ2 = 36 connue. D’après le
cours, on a

√
n
Xn − µ

σ
∼ N (0, 1) .

Donc P
(
−z1−α/2 ≤

√
n
Xn − µ

σ
≤ z1−α/2

)
= 0.95, où z1−α/2 = z0.975 = 1.96 dans la

table. On a donc

P
(
−1.96 ≤

√
n
Xn − µ

σ
≤ 1.96

)
= 0.95

⇔ P
(
−1.96× σ√

n
≤ Xn − µ ≤

1.96× σ√
n

)
= 0.95

⇔ P
(
Xn −

1.96× 6√
n
≤ µ ≤ Xn +

1.96× 6√
n

)
= 0.95

Donc l’intervalle de confiance pour µ est[
Xn −

1.96× 6√
n

; Xn +
1.96× 6√

n

]
On a n = 25 et Xn = 11 d’où l’intervalle de confiance :[

11− 1.96× 6√
25

; 11 +
1.96× 6√

25

]
= [8.65 ; 13.35]

Exercice 3 [2 points]

On veut estimer la proportion p de l’ensemble de la population française allant au restaurant au
moins une fois par mois. On interroge n = 100 personnes. Soit X la variable aléatoire qui donne
le nombre de personnes qui vont au restaurant au moins une fois par mois. Les personnes sont
interrogées indépendemment. La variable aléatoire X suit alors une loi Binomiale B(n, p). On
rappelle que

E[X] = np et V[X] = np(1− p) .
Après expérience, on observe que 43 personnes vont au restaurant chaque mois dans l’expérience,
soit x = 43. Donner un intervalle de confiance pour p au niveau de confiance de 95%.
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Solution: On utilise la formule de l’intervalle de confiance des rappels avec pr =
43/100 = 0.43, z1−α/2 = z0.975 = 1.96 et n = 100 :

P

(
p ∈

[
0.43−

√
0.43(1− 0.43)√

100
× 1.96 ; 0.43 +

√
0.43(1− 0.43)√

100
× 1.96

])
= 0.95

Donc l’intervalle de confiance[
0.43−

√
0.43(1− 0.43)√

100
× 1.96 ; 0.43 +

√
0.43(1− 0.43)√

100
× 1.96

]
= [0.33 ; 0.53]
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RAPPEL :

On lit dans cette table P (X < t)
Par exemple : Si X ∼ N (0, 1), P (X < 2, 76) =
0, 9971

Figure 1: Table de la loi Normale centrée réduite

On rappelle les valeurs de certains quantiles de la loi normale centrée réduite :

F−1(0, 975) = 1, 96

F−1(0, 995) = 2, 575

F−1(0, 95) = 1, 645

F−1(0, 99) = 2, 326
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RAPPEL :

On lit dans cette table P (X > t)
Par exemple : Si X ∼ χ2(25), P (X > 10, 5197) =
0, 995

Figure 2: Table de la loi du Khi-deux
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RAPPELS :

On lit dans cette table P (|X| > t)
Par exemple : Si X ∼ t(25), P (|X| > 0, 390) =
0, 70

Figure 3: Table de la loi de Student
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