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Examen de rattrapage de Mathématiques et statistiques
appliquées aux sciences sociales

L2 AES
juin 2019

Enseignant : Simon ROBY

Le sujet est composé de plusieurs exercices complètement indépendants.
Les questions de cours sont des définitions, propriétés ou applications directes vues en cours.
L’exercice 1 construit un intervalle de confince grâce au théorème central limite.
L’exercice 2 nous propose de trouver une loi qui correpond ou non au passage des voitures

par minute au péage de Gye.
L’exercice 3 propose d’estimer de la moyenne de la taille des boulons dans une production.
Les exercices peuvent être traités dans n’importe quel ordre, mais toujours en précisant sur

la copie quel exercice est traité.

Une attention particulière à la rédaction et au soin sera valorisée par le correcteur. Tout
résultat illisible ne sera pas corrigé.

1 / 14



Questions de cours [7 points]
Les définitions et propositions doivent être énoncées avec rigueur.

1. Si Y et Z sont deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement une loi
N (0, 1) et une loi χ2(k), quelle est la loi de la variable aléatoire X = Y√

Z/k
? [0,5 point]

Solution: La variable aléatoire X suit une loi de Student à k degrés de liberté. On le
note :

X ∼ t(k)

2. Si X ∼ N (6, 4), comment se ramener à une loi normale centrée réduite ? [0,5 point]

Solution: La variable aléatoire X−6
2 suit une loi normale centrée réduite.

3. Que veut dire qu’une suite de variables aléatoires Xn converge en loi vers une variable
aléatoire X. [1 point]

Solution: Soit une suite de variables aléatoires réelles (Xn) ayant pour fonction de
répartition Fn. On dit que la suite de variable aléatoires (Xn) converge en loi vers vers une
variable aléatoire réelle X de fonction de répartition F , si, pour tout x dans l’ensemble
de définition de X,

lim
n→∞

Fn(x) = F (x)

On le note :
Xn

L−→ X

4. Qu’appelle-t-on le risque de deuxième espèce ? [0,5 point]

Solution: Le risque de deuxième espèce (ou risque d’erreur de type II) est le risque que
H1 soit vraie alors qu’on n’a pas rejeté H0.

5. Quand un estimateur est dit "non biaisé" ? [0,5 point]

Solution: On dit qu’un estimateur θ̂ est non-biaisé si son espérance est égale à θ :

E(θ̂) = θ

6. Définir la puissance d’un test. [0,5 point]

2 / 14



Solution: On appelle puissance d’un test, la probabilité de rejeter l’hypothèse nulle
H0 alors que l’hypothèse H1 est vraie dans la population. C’est donc la probabilité du
complémentaire du risque de seconde espèce :

Puiss = P (W |H1) = 1− β

où β est la probabilité du risque d’erreur de type II,

7. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale de moyenne 1, 2 et de variance 9.
Calculer (faire un ajustement affine si nécessaire) :
7a. P(X > 2, 67) [0,5 point]

Solution: On effectue le calcul en se ramenant à une loi normale centrée réduite :

P(X > 2, 67) = P
(
X − 1, 2

3 > 0, 49
)

= 1−P
(
X − 1, 2

3 < 0, 49
)

= 1− Φ(0, 49) , car X − 1, 2
3 ∼ N (0, 1)

= 1− 0, 6879 , grâce à la table de la loi normale centrée réduite
= 0, 3121

7b. la valeur de c telle que P(X > c) = 0, 877 [1 point]

Solution: Comme pour la question précédente :

P(X > c) = P
(
X − 1, 2

3 >
c− 1, 2

3

)
= 1−P

(
X − 1, 2

3 <
c− 1, 2

3

)

D’où :
P(X > c) = 0, 877⇔ P

(
X − 1, 2

3 <
c− 1, 2

3

)
= 0, 123

Donc
c− 1, 2

3 = Φ−1(0, 123)

Cependant la valeur 0,123 n’appartient pas au tableau. On utilise alors la formule :

Φ−1(1− α) = −Φ−1(α) ∀α ∈ [0, 1]

On a finalement :
1, 2− c

3 = Φ−1(0, 877) = 1, 16
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D’où
c = −2, 28

8. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de Fischer de paramètres 6 et 8. Calculer :
8a. la valeur de d telle que P(X < d) = 0, 95 [1 point]

Solution: La table de loi 3 nous donne immédiatement le résultat :

d = 3, 58

8b. la valeur de y telle que P(X < y) = 0, 97 (Indice : Ajustement affine) [1 point]

Solution: D’après les deux tables de loi de Fischer, on a :

P(X < 4, 65) = 0, 975 et P(X < 3, 58) = 0, 95

On fait un ajustement affine pour trouver la valeur voulue. On calcule d’abord le
coefficient directeur de la droite affine :

4, 65− 3, 58
0, 975− 0, 95 = 1, 07

0, 025 = 42, 8

Ensuite l’ordonnée à l’origine :

3, 58− 42, 8× 0, 95 = −37, 08

Puis on trouve la valeur voulue en remplaceant dans l’équation de la droite affine
trouvée :

y = 42, 8× 0, 97− 37, 08 = 4, 436

Pour plus d’explication sur l’ajustement affine, voir le .pdf dans le dossier.

Exercice 1 : Intervalle de confiance et TLC [4 points]

À la sortie d’une chaîne de montage, n = 50 véhicules automobiles tirés au sort sont testés
de façon approfondie et 4 d’entre eux présentent des défauts importants. Le fabricant souhaite
évaluer la proportion p de voitures présentant un défaut important.

On note X la variable aléatoire qui, à tout véhicule, fait correspondre le nombre 1 s’il a un
défaut important, et 0 sinon. On note (X1, ..., Xn), le n-échantillon de X ainsi obtenu ; Xi étant
la réponse de l’individu numéroté i. Les Xi sont donc des variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de loi de Bernoulli de paramètre p.

Le but est d’estimer la proportion p, en donnant un intervalle de confiance au risque α, avec
α ∈]0; 1[ «petit».
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1. Enoncer le théorème de la limite centrée (TLC). [1 point]

Solution: Soit (Xn) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identique-
ment distribuées (iid) avec une espérance µ et une variance σ2 finies. Alors la moyenne
empirique vérifie :

√
n

(
Xn −m

σ

)
L−→ N (0, 1)

2. On suppose que n est assez grand pour utiliser le Théorème de la limite centrée. Expliquez
pourquoi ce théorème permet de trouver un intervalle de confiance pour p. (Rappel : Ici les
Xi suivent une loi de Bernoulli. Donc leur variance est p(1− p). On peut donc remplacer σ
par un estimateur bien trouvé de

√
p(1− p)... à partir de la moyenne empirique qui estime

p...) [2 points]

Solution: On utilise la moyenne empirique pour estimer une moyenne :

Xn = 1
n

n∑
i=1

Xi

Or d’après le théorème de la limite centrée, on a toutes les hypothèses pour affirmer que

√
n

(
Xn − p
σ

)
L−→ N (0, 1)

On peut donc trouver un intervalle de confiance asymptotique pour p en utilisant la loi
normale centrée réduite. En effet, comme on connait la loi de

√
n
(
Xn−p
σ

)
on peut trouver

c, pour α fixé tel que :

P

−c < √n
 Xn − p√

Xn(1−Xn)

 < c

 = 1− α

d’où l’intervalle de confiance que l’on trouve en isolant p.

3. Donner alors un intervalle de confiance de p d’ordre α = 1%. Conclure. [1 points]

Solution:
D’après la question précédente et la table de loi de la loi normale centrée réduite, pour
le seuil α = 1%, on a :

P

−2, 575 <
√
n

 Xn −m√
Xn(1−Xn)

 < 2, 575
 = 1− α
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D’où :

P

−2, 575×
√
Xn(1−Xn)
√
n

+Xn < m <
2, 575×

√
Xn(1−Xn)
√
n

+Xn

 = 1− α

Pour les calculs, en remplacant Xn par la valeur donnée par l’énoncé dans le sondage,
soit 4

50 = 2
25 et en remplacant n par 50, on a l’intervalle de confiance suivant au seuil

α = 1% : 2
25 − 2.575

√
2
25 ×

23
25× 50; 0.2 + 2.575

√
0.2× 23

25× 50

 = [−0.019; 0.179]

On peut donner donc l’intervalle de confiance au seuil de 1% (une proportion ne peut
pas être négative) :

[0; 0.179]

Exercice 2 : Combien de voitures ? [5 points]
Pendant 200 minutes, on note à chaque minute, le nombre de voitures qui ont franchi le poste

de péage de Gye, sous Nancy, sur l’autoroute A31. Cela nous donne la distribution observée ci-
dessous :

Nombre de voitures par minute 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Effectif observé 1 15 30 46 38 30 16 13 5 3 2 1

Un statisticien nous dit que cette distribution ressemble fortement à une loi de Poisson de
paramètre 4. On veut vérifier si cette loi "colle" bien aux effectifs observés.
1. Enoncer le nom et les hypothèses du test à réaliser. [1 point]

Solution: Pour évaluer l’adéquation entre une loi et une expérience, on utilise un test
d’adéquation du Khi-Deux. On note X la variable aléatoire qui donne le nombre de
voiture par minute qui passe au péage de Gye. On confronte les hypothèses :

H0 : X suit une loi de Poisson de paramètre 4
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contre

H1 : X ne suit pas une loi de Poisson de paramètre 4

2. Faire le test correspondant. On rappelle que la loi de Poisson est donnée, si X suit une loi
de Poisson de paramètre λ par :

P(X = k) = e−λ
λk

k!
[3 points]

Solution: Refaisons d’abord le tableau en y ajoutant les effectifs théoriques :

Nombre de voitures par minute 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Effectif observé 1 15 30 46 38 30 16 13 5 3 2 1
Effectif théorique 4 15 29 39 39 31 21 12 6 3 1 0

Les effectifs des valeurs extrêmes étant inférieurs à 5, on regroupe les deux premières et
les quatre dernières valeurs.

Nombre de voitures par minute 0 ou 1 2 3 4 5 6 7 de 8 à 11
Effectif observé 16 30 46 38 30 16 13 11
Effectif théorique 19 29 39 39 31 21 12 10

Il reste donc seulement huit classes de valeurs et comme le paramètre de la loi théorique
retenue a été estimé, la statistique qui définit la région critique Dn ≥ C suit approxima-
tivement une loi du khi-deux à six (8− 1− 1) degrés de liberté. Pour α = 0, 05, le seuil
critique est le fractile d’ordre 0, 95 de cette loi, soit C = 12, 6. La valeur observée ici est :

Dn = (16− 19)2

19 + (30− 29)2

29 + 49
39 + 1

39 + 1
31 + 25

21 + 1
12 + 1

10 = 3, 196

3. Conclure. [1 point]

Solution: On a Dn < C, donc on retient comme loi théorique la loi de Poisson de
paramètre 4 pour la variable aléatoire X.

Exercice 3 : La taille d’un boulon [4 points]
Dans une entreprise qui fabrique des boulons, on s’intéresse à la taille du trou. En effet, celle

ci doit être très précise pour que les vis associées aux boulons rentrent bien à l’intérieur. On
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choisit au hasard 36 boulons. On étudie la taille de leur trou. Celle-ci peut être considérée comme
la réalisation d’une variable aléatoire normale X, de moyenne m et de variance σ2. On admet
que les tailles des boulons sont indépendantes les unes des autres. Les mesures sont données en
millimètre :

15,034 / 15,262 / 15,379 / 15,499 / 15,582 / 15,767 / 15,141 / 15,313 / 15,389 / 15,504 /
15,591 / 15,799 / 15,151 / 15,328 / 15,463 / 15,512 / 15,595 / 15,810 / 15,207 / 15,330 / 15,476
/ 15,524 / 15,705 / 15,930 / 15,222 / 15,332 / 15,478 / 15,528 / 15,718 / 16,058 / 15,238 /
15,339 / 15,493 / 15,556 / 15,731 / 16,315
1. Donnez la formule qui permet de calculer la moyenne et la variance de cette série statistique.

Le calcul nous donne : m = 15, 5083 et σ2 = 0, 07199. [1 point]

Solution: Les formules de la moyenne et de la variance sont données dans le cours :

Xn = 1
n

n∑
i=1

Xi

S2
n = 1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2

2. Donner un intervalle de confiance au niveau 95%, puis 98%, de la durée de vie moyenne m
d’une ampoule. [1,5 points]

Solution: Par linéarité de la loi normale on a :

Xn ∼ N (µ, σ
2

n
)

D’où par réduction :
Xn −E(Xn)√

V(Xn)
= Xn − µ

σ/
√
n
∼ N (0, 1)

On peut donc passer à l’étape deux pour trouver un encadrement de cette fonction-
nelle. Or les quantiles de la loi normale centrée réduite sont donnée par sa fonction de
répartition Φ. Ainsi, on a :

P

(
Xn − µ
σ/
√
n
≤ Φ−1

(
1− α

2

))
= 1− α

2

et
P

(
Xn − µ
σ/
√
n
≥ Φ−1

(
α

2

))
= 1− α

2

8 / 14



D’où :

P

(
Φ−1

(
α

2

)
≤ Xn − µ

σ/
√
n
≤ Φ−1

(
1− α

2

))
= 1− α

⇐⇒ P

(
Xn −

σ√
n

Φ−1
(
α

2

)
≥ µ ≥ Xn −

σ√
n

Φ−1
(

1− α

2

))
= 1− α

Or, d’après la propriété de symétrie de la loi normale, on a Φ−1
(
α
2

)
= −Φ−1

(
1− α

2

)
.

Donc on peut conclure sur notre intervalle de confiance :

P

(
Xn + σ√

n
Φ−1

(
1− α

2

)
≥ µ ≥ Xn −

σ√
n

Φ−1
(

1− α

2

))
= 1− α

On peut donc appliquer numériquement au risque α = 5%. Notre intervalle de confiance
est :

IC5 = [xn −
σ√
n

Φ−1
(

1− α

2

)
, xn + σ√

n
Φ−1

(
1− α

2

)
]

= [15, 5083−
√

0, 07199√
36

Φ−1 (0, 975) , 15, 5083 +
√

0, 07199√
36

Φ−1 (0, 975)]

= [15, 5083−
√

0, 07199√
36

1, 96 , 15, 5083 +
√

0, 07199√
36

1, 96]

= [15, 420 ; 15, 596]

Et de même au risque α = 1%. Notre intervalle de confiance est :

IC2 = [xn −
σ√
n

Φ−1
(

1− α

2

)
, xn + σ√

n
Φ−1

(
1− α

2

)
]

= [15, 5083−
√

0, 07199√
36

Φ−1 (0, 99) , 15, 5083 +
√

0, 07199√
36

Φ−1 (0, 99)]

= [15, 5083−
√

0, 07199√
36

2, 325 , 15, 5083 +
√

0, 07199√
36

2, 325]

= [15, 404 ; 15, 612]

3. Si le producteur annonce que la taille de ses boulons ne varie pas de plus de 0, 1 mm, quelle
conclusion peut-on faire avec les intervalles de confiance ? [0.5 point]

Solution: L’annonce du producteur est mauvaise car les intervalles de confiances ont
des amplitudes plus grandes.

4. Donnez une autre méthode pour vérifier l’affirmation du constructeur, et expliquez en
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quelques lignes comment la mettre en oeuvre (On ne demande pas de calculs mais seulement
d’expliquer la méthode). [1 point]
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Annexes :

Figure 1 – Table de la loi Normale centrée réduite

On rappelle les valeurs de certains quantiles de la loi normale centrée réduite :

F−1(0, 975) = 1, 96

F−1(0, 995) = 2, 575

F−1(0, 95) = 1, 645
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Figure 2 – Table de la loi du Khi-deux
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Figure 3 – Table de la loi de Fisher pour la quantile P (X ≤ . . .) = 0, 95
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Figure 4 – Table de la loi de Fisher pour la quantile P (X ≤ . . .) = 0, 975

14 / 14 Fin de l’examen


