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Le sujet est composé de plusieurs exercices complètement indépendants.

Calculatrice non-programmable autorisé.
Une attention particulière à la rédaction et au soin sera valorisée par le
correcteur. Tout résultat illisible ne sera pas corrigé.

RAPPELS :

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi N (µ, σ2). Soient un n-échantillon X1, . . . , Xn

i.i.d. suivant la même loi que X.
Estimateurs importants :

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi , S2
n =

1

n− 1
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(Xi −Xn)2 ,

S∗
n
2 =

1

n
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(Xi − µ)2 .

1 Pour estimer µ en connaissant σ, on
utilise la formule :

√
n
Xn − µ

σ
∼ N (0, 1)

2 Pour estimer µ avec σ inconnu, on
utilise la formule :

√
n
Xn − µ√

S2
n

∼ t(n− 1)

3 Pour estimer σ en connaissant µ, on
utilise la formule :

n
S∗
n
2

σ2
∼ χ2(n)

4 Pour estimer σ avec µ inconnu, on
utilise la formule :

(n− 1)
S2
n

σ2
∼ χ2(n− 1)

Le Théorème de la limite centrée (TLC) ne nous servira que pour l’estimation d’une propor-
tion p, en l’absence d’un écart type. Nous admettons que si un échantillon X1, . . . , Xn suit
les hypothèses du TLC, alors si pr est la réalisation de cette proportion dans un échantillon
d’une population

P

(
p ∈

[
pr −

√
pr(1− pr)√

n
z1−α/2 ; pr +

√
pr(1− pr)√

n
z1−α/2

])
= 1− α

où z1−α/2 est le quantile de la loi normale centrée réduite d’ordre 1− α/2.



Questions de cours [6 points]

Un théorème doit être cité avec ses hypothèses, une définition doit être exacte sans à peu près.

1 Soient Y une variable aléatoire qui suit une loi normale centrée réduite. On pose Z une
autre variable aléatoire indépendante de Y telle que Z ∼ χ2(4).

Quelle est la loi de X = Y√
Z/4

? [1 point]

2 Qu’appelle-t-on le risque de première espèce? [1 point]

3 Soit X, Y deux variables aléatoires qui suivent respectivement deux loi normales N (−4, 1)
et N (4, 1). Quelle loi suit la variables aléatoire X + 2Y ? [1 point]

4 Quel estimateur utilise-t-on généralement pour estimer la variance d’un échantillon que l’on
note X1, . . . , Xn lorsque la moyenne µ est connue ? [1 point]

5 Citez le théorème de la limite centrée. [2 points]

Solution:

1 La variable aléatoire X suit une loi de Student à 4 degrés de libertés. On le
note X ∼ t(4).

2 Le risque de première espèce (ou risque d’erreur de type I) est le risque que
H0 soit vraie alors qu’on l’a rejeté.

3 On a 2Y ∼ N (2× 4, 1× 22) = N (8, 4) donc X + 2Y ∼ N (−4 + 8, 1 + 4) = N (4, 5).

4 On utilise la variance empirique (qui est un estimateur sans biais) :

S∗
n
2 =

1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2 .

5 Soit (Xn) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identique-
ment distribuées (iid) avec une espérance µ et une variance σ2 finies. Alors
la moyenne empirique vérifie :

√
n

(
Xn −m

σ

)
L−→ N (0, 1)

Exercice 1 [7 points]

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale de moyenne 2 et d’écart type 4 :

X ∼ N (2, 16)
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1 Déterminer les probabilités suivantes :

a P(X ≤ 2) et P(X ≤ 0). [1.5 point]

b En déduire, P(0 ≤ X ≤ 2). [1 point]

c Trouver un encadrement de t tel que P(X ≤ t) = 0, 75 (on cherche a et b tels que
a ≤ t ≤ b). [1 point]

2 Soit Q ∼ χ2(11).

a Calculer P (Q < 5, 5778). [1 point]

b Trouver un encadrement de t tel que P(Q ≤ t) = 0, 975 (on cherche a et b tels que
a ≤ t ≤ b). [1 point]

c A l’aide d’une extrapolation linéaire, trouver une valeur de t arrondie à 10−4.
l [1.5 point]

Solution:

1 a On a X−2
4
∼ N (0, 1) donc par lecture dans la table de la loi normale

centrée réduite :
P(X ≤ 2) = P(X−2

4
≤ 0) = 0.5

et P(X ≤ 0) = P(X−2
4
≤ −0.5) = P(X−2

4
≥ 0.5)

= 1− P(X−2
4
≤ 0.5) = 1− 0.6915 = 0.3085.

b P(0 ≤ X ≤ 1) = P(X ≤ 1)− P(X ≤ 0) = 0.5− 0.3085 = 0.1915.

c P(X ≤ t) = 0, 75 ⇔ P(X−2
4
≤ t−2

4
) = 0, 75 or on a lit dans la table que

t−2
4
∈ [0.67, 0.68] donc

0.67 ≤ t− 2

4
≤ 0.68 ⇔ 4.68 ≤ t ≤ 4.72 .

2 a On lit dans la table à la 7ème ligne : P (Q > 5, 5778) = 0.9
donc P(Q < 5, 5778) = 1− 0.9 = 0.1.

b On a P(Q ≤ t) = 0, 975 ⇔ P(Q ≥ t) = 1 − 0.975 = 0.025. Cette valeur n’est
pas dans la table. Les valeurs qui l’encadrent sont 0.2 et 0.5. Donc en
descendant à la 7ème ligne, on a :

19, 6751 ≤ t ≤ 22, 6179 .

c On cherche la droite d’extrapolation linéaire de la forme y = ax+ b. Tout
d’abord :

a =
22.6179− 19.6751

0.02− 0.05
' −98.0933 .

Pour trouver b on remplace par une des valeurs. Prenons (19, 6751 ; 0.05)
:

19, 6751 = −98.0933× 0.05 + b ⇔ b = 19.6751 + 98.0933× 0.05 = 24.5798 .

Donc pour une probabilité x = 0.025 : y = −98.0933 × 0.025 + 24.5798 =
22.1274.
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Exercice 2 [5 points]

L’âge auquel apparaissent les premiers mots de vocabulaire chez l’enfant suit une loi normale.
Les études montrent que la moyenne est de 12 mois.

1 Sur un échantillon de 100 enfants, on trouve une moyenne d’âge auquel apparaissent les
premiers mots de vocabulaire de 11 mois et un écart-type de 3 mois. Quel est l’intervalle
de confiance à 95% de la variance σ2 ? [2.5 points]

2 Comment faire si la moyenne n’était pas connue. Décrivez la méthode. [2.5 points]

Exercice 3 [2 points]

Une urne contient un grand nombre des boules rouges et des boules blanches. Sans les compter,
on souhaiterait connâıtre la proportion p de boules rouges. Pour cela, on effectue n = 100 tirages
avec remise dans cette urne. On obtient x = 32 boules rouges. Soit X la variable aléatoire qui
donne le nombre de boules rouges dans l’urne. Les tirages sont indépendants. La variable
aléatoire X suit alors une loi Binomiale B(n, p). On rappelle que

E[X] = np et V[X] = np(1− p) .

Estimez p à l’aide de l’intervalle de confiance au niveau de confiance de 95%.

Solution: On utilise la formule de l’intervalle de confiance des rappels avec pr =
32/100 = 0.32, z1−α/2 = z0.975 = 1.96 et n = 100 :

P

(
p ∈

[
0.32−

√
0.32(1− 0.32)√

100
× 1.96 ; 0.32 +

√
0.32(1− 0.32)√

100
× 1.96

])
= 0.95

Donc l’intervalle de confiance[
0.32−

√
0.32(1− 0.32)√

100
× 1.96 ; 0.32 +

√
0.32(1− 0.32)√

100
× 1.96

]
= [0.23 ; 0.41]

Page 4



RAPPEL :

On lit dans cette table P (X < t)
Par exemple : Si X ∼ N (0, 1), P (X < 2, 76) =
0, 9971

Figure 1: Table de la loi Normale centrée réduite

On rappelle les valeurs de certains quantiles de la loi normale centrée réduite :

F−1(0, 975) = 1, 96

F−1(0, 995) = 2, 575

F−1(0, 95) = 1, 645

F−1(0, 99) = 2, 326
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RAPPEL :

On lit dans cette table P (X > t)
Par exemple : Si X ∼ χ2(25), P (X > 10, 5197) =
0, 995

Figure 2: Table de la loi du Khi-deux
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RAPPELS :

On lit dans cette table P (|X| > t)
Par exemple : Si X ∼ t(25), P (|X| > 0, 390) =
0, 70

Figure 3: Table de la loi de Student

Page 7


