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L2 MATHEMATIQUES

ANALYSE 3

FEUILLE DE TD 1 : ESPACES NORMES

(*) EXERCICE 1

Déterminer toutes les normes sur R. En déduire qu’elles sont toutes équivalentes.

(*) EXERCICE 2 1. Montrer que les applications suivantes, définies sur R"™ sont des normes.
n n 1/2
el =3 ol lllls = (3002 llelle = sup [as] 00 0 = (a1,
i=1 i=1 l=i<n

Indication : pour [|||2, on pourra admettre I'inégalité de Cauchy-Schwartz

Vo = (z1,...,2,) ER™, Yy = (y1,...,yn) € R", |Zazlyz| < (
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n 1/2 , n 1/2
x?) (Z y?)
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qui sera démontrée en cours d’algebre bilinéaire.

2.
2. Montrer que ces 3 normes sont deux a deux équivalentes.
3. Dans le cas n = 2 et n = 3, dessiner les boules unités centrées a l'origine.

(*) EXERCICE 3

Soit E = C°([0,1],R) I'espace vectoriel des fonctions continues sur le segment [0,1]. On rappelle I'inégalité de
Cauchy-Shwartz valable sur E.

W(f.g) € B2, | / f(t)g(t)dtlé\/ / fQ(t)dt\/ / g2 (t)dt

1) Montrer que les 3 applications suivantes définissent une norme sur F :

1 1
1floe = sup 1F®] , [l = / SOl fl = / ()t

t€(0,1]

2) Montrer que :
[flloe = lfll2 = Ifll s Vi€ E

mais qu’il n’existe pas de réel A tel que :

[flh=Alflle Vi€ E

(Considérer les fonctions ¢t — ¢", pour n =0, 1, ...)

3) Montrer que || || et || ||2 ne sont pas équivalentes. (Considérer la suite (fy,)ne n+ définie par :

Vz € [0,1/n], fu(z) =+/nx Vx € [1/n,2/n], fo(z) =+v2—nz Vz € [2/n,1], fo(z)=0)

Exercice 4.
1) Soient dans (R,| |) les parties A =]0,2[U]3,4[ et B =]1,3[U]4, 5]. Montrer que les quatre ensembles suivants
sont différents deux a deux :

ANB,ANB,ANnB, ANB.



2) Préciser si les ensembles suivants sont des ensembles bornés, ouverts, fermés de (R?, || ||oo) :

0, R% R?\ {(1,3)},[1,3] x [2,4],]1,3[x]2,4][, [1, 3[x]2, 4]

[1,3[x[2,4[, R?x]0, co[,R x [0, 00, {(2,4)}

3) Trouver I'intérieur, ’adhérence et la frontiere des ensembles suivants dans (R?, || ||o) :

QxQ Rx]0,1[ [0,1] x [0,1] A:{(%,%),nG]N*}

Exercice 5.
Soient (E, || ||) un evn et A et B deux parties de E .

o
o — PN
1 Montrer que [z (A) = CgA. En déduire que (CpA)=(CrA).
2) Montrer que Ya € E,VR > 0, B(a,R) = a + B(0, R). A-t-on le méme résultat pour les boules fermées ?
3) Montrer que le translaté d’un ouvert (resp fermé) est un ensemble ouvert (respectivement fermé).
4) Montrer que si B est ouvert, alors A + B est ouvert.
o o
5) Montrer que si A C B, alors ACBet ACB.
6) Montrer les équivalences suivantes :

— [e]
A=A & Aest fermé, A=A < A est ouvert.

6) Montrer que AUB = AUB et ANB C AN B. Quen est-il pour 'intérieur ?

7) Soient E un espace vectoriel muni de deux normes équivalentes N et Ny (ce n’est qu’une notation). Montrer
que :

a) A C E est ouvert (resp fermé) dans (F, Ny) si et seulement si A est ouvert (reps fermé) dans (E, Na).

b) Montrer qu’une suite de points de E converge dans (F, N7) si et seulement si elle converge dans (F, Na) et
vers la méme limite.

Exercice 6.

Soit [ un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel normé (£, || ||).
a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
b) Mountrer que si F' est ouvert alors F' = F.

Exercice 7.
Soient (Eq, || []1) et (Ea2,] |l2) deux IR-espaces vectoriels normés. On considére (E; X Eg, Ny), ol

V(z,y) € E1 x B3, Noo(2,y) = maz(([|lz]|1, [[yll2)

Montrer que :
a) (a,b) = lim (x,,y,) dans E; X Es si et seulement si a = lim z, et b= lim y,.

n—roo n—r oo n—roo
b) AxB=AxB
¢) A x B est fermé dans E; X Fy <= A est fermé dans E; et B est fermé dans Fs.
d) Fr(A x B) = (Fr(A) x B)U (A x Fr(B)) (on rappelle que Fr(A) = A\ A).
e) Soit p : By X By — Ej(x,y) — x Montrer que p est continue et que I'image d’un ouvert est un ouvert. En
est-il de méme pour les fermés?(E; = B, =R, A= {(z,y) € R? / ay = 1}).
f) Dans (R™, N, ) caractériser la convergence d’une suite (2, )men -



Exercice 8.
Soient (E, || . ||) un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E. Pour tout z € E, on pose

d(w,4) = inf | o=y |

1. Montrer que d(x, A) = 0 si et seulement si x € A.
2. Montrer que l'application f : E — R, définie par f(z) = d(z, A) est l-contractante puis uniformément
continue.
Soient A et B deux parties non vides.
3. Montrer que si A C B, alors pour tout « € E, d(z, B) < d(z, A).
4. Montrer que {w eE | dzA) = d(x,B)} est un fermé de E et que {x €FE | dz,A) < d(x,B)} est un
ouvert de E.
5. Déduire de la question précédente que si A et B sont deux fermés disjoints de F, il existe deux ouverts disjoints
UetVde Etelsque ACU et BCV.

Exercice 9.

Montrer que dans un compact, toute suite qui n’a qu’une valeur d’adhérence est convergente.

Exercice 10.

1) Soient (E, | ||) un e.v.n et (z,,) une suite de points de E convergente et x sa limite, montrer que ’ensemble
A = {z }U{x,, n € N} est compact.
2) a) Soit f une application continue de E dans lui méme. Montrer que si I'image réciproque de tout compact
est un compact, alors I'image de tout fermé est un fermé.
b) La propriété reste-t-elle vraie si on a seulement : Vy € E, f~1({y}) est compact ? (Considérer E = R, f(z) =
e ")

Exercice 11.
Soient (E1, || ]1) et (E2,] |l2) deux IR-espaces vectoriels normés. On considére (E; X Eg, Ny), ol

V(z,y) € By X Bz, Noo(2,y) = maz(([[z]|1, [lyll2)

1) Soient A et B deux parties de Fy et Es respectivement.
a) Montrer que A x B est un compact de F1 x Es si et seulement si A et B sont compacts
b) Mountrer que la somme de deux compacts dans un espace vectoriel normé est un compact.

Exercice 12.

Soit f : (Ex, || 1) = (E2,] |l2) telle que la restriction a tout compact est continue. Montrer que f est continue.
(On rappelle que f est continue au point a si et seulement si, pour toute suite (z,) de points de E convergeant
vers a, la suite (f(zy)) converge vers f(a))
Exercice 13.
Soit f € L(IR?,R). Déterminer |||f||| dans les 3 cas suivants :

(@1, 22)ll = la] + 22|, (21, 22)lle = sup(|z1, [22]), [[(z1, z2)ll2 = /21 + 23

Exercice 14.

b
Soit I : (C%([a,b],R), || |lo) — (R,| . |) lapplication définie par I(f) = / f(®)dt. Montrer que I est

continue et calculer |||I]].



Exercice 15.
Soient E un espace vectoriel normé , A une partie compacte de E et f une application continue de A dans F.
On suppose que f n’admet pas de point fixe dans A. Montrer qu’il existe k¥ € R tel que Vz € A, || z—f(x) | > k.
Indication : considérer 'application g de F dans E définie par : g(z) = || = — f(z) ||
Exercice 16.

Soit E = M, (R) I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n & coefficients dans R. On munit R™ de la norme
euclidienne et on pose :

MX
VM e E, ||M]|= sup 7” H
xe rrxz0 || X

I)a) Montrer que ||| ||| est une norme sur E et que

VM e EVX e R ||MX| < |[[[M]]]X]|

b) En déduire que V(M, N) € B2, [||MN]| < [[M]][][|N].

¢) Montrer que¢ : E x E — E (M,N)+— MN est continue
IT) Soit G = GL,(R) 'ensemble des matrices de E de déterminant non nul.

a) Montrer que G est un ouvert de E.

b) Soit A € E. Montrer, en utilisant que toute matrice carrée admet un nombre fini de valeurs propres, qu’il
existe un entier kK € N* tel que pour tout m >k, (A — %Id) €G.

c¢) En déduire que la suite (up)pen définie par u, = A — ]ﬁfd, est une suite de points de G et déterminer sa
limite.

d) En déduire que tout voisinage de A rencontre G.

IIT) On prend n = 2. Soit O(2) = {M € My(R)/MM" = Id} on M" désigne la transposée de M. Montrer que
de tout recouvrement ouvert de O(2), on peut extraire un sous recouvrement fini.

Exercice 17.

i=n
Soit E l’espace vectoriel des polyndmes en une variable & coefficients dans . Si P € E, s’écrit P(z) = Z a;zt.
i=0
On pose :
N(P) = sup |ai
0<i<n
1) Montrer que N est une norme sur F.
=n i
T
2) Soit (Pyp)ne la suite définie par P,(z) = Z -
0!
i=0
a) Montrer que (P,) est une suite de Cauchy dans (E, N).

b) Montrer que cette suite n’est pas convergente dans (E, N).
) (E, N) est-il complet ?

3) Soit (Qn)ne la suite définie par @, (z) = x™.

a) Calculer pour n # m, N(Qn — Qm)-

b) En déduire que B’(0,1) n’est pas compacte.

)



