'Examen du 18 décembre 2019

Toute question sans rédaction ne sera pas corrigée. Des calculs non expliqués, des
variables non définies ou des égalités impossibles entraineront systématiquement une perte

de points. La qualité des explications sera prise en compte. [2 points]
Exercice 1 [7 points]
1. Donner le développement limité de tan(z) en 0 a 'ordre 5 . [1,5 point]

2. Soit f(x) = exp(z) cos(z).
(a) Calculer un DL de f a l'ordre 4 en 0. [1 point]
(b) En déduire un DL de g(z) = exp(z)(cos(x) — sin(z)) en 0 a lordre 3. [0,5 point]

dx dy

3. Calculer l'intégrale double // ouD={x,yeR|y>1, 2>1, z+y <4}[1,5 point]

4. Soit I l'intégrale double I = // x‘ + y2 dv dy ouD={r,ycR|z*+y*>—-2y<0}
D
(a) Apres un changement de variables en coordonnées polaires, montrer que [1 point]
D={0<r<2sin@)et0<60<m}

(b) En admettant que sin?(z) = %(008(41') — 4 cos(2z) + 3), calculer I. [1,5 point]

Solution:

1. D’apres Taylor-Young, on a :

3 5
x>
sin(z) = x — —3'4-*—&-( %)
2 4
¢
cos(x) =1— §+Z+O( %)

Or on remarque que
tan(z) = sin(z) (cos(z)) ™"

Or (1+x)t=1—az+2%—23+2* 25+ o(zP)

Donc :

2 =4 _
tan(z) = sin(x) <1 TR 0(;1;0))

2! 4!
a3 ab x2 5xt
—<L—?)’+E)!+O(LS) 1+§+T+0(15)

2 6

2. (a) exp(x)=1+z+ %2 + % + % +o(z*) et cos(z)=1-% + % + o(x?)

Donc on a :
1 1 1 2
flz)y=1+z+ux < 2+6>+m4<—4+24>+o(x4)
o B
:1—1—;1:—%—%—1—0(1'4)




(b) On remarque que f’'(z) = g(x). Donc

3. Le domaine D se réécrit : D ={z,y e R| 1<y <4 -z, 1 <z <3}. On peut donc réécrire
I'intégrale :

3 4—x
sy =L ey )
D T+y 1 1 xr+y
3 4—z
= / In(x + y)} dx

—/ In(4) ~ In(z +1)) da

:Alﬂ@dm—ﬁlﬂx+ndx

=2In(4) — [(:c +1)In(z+1) — m]

3

= 2In(4) - (4In(4) - 3 - (2In(2) — 1)) = 4In(2) - (61n(2) - 2)
=2-2In(2)

4. Soit I 'intégrale double I = // 2 +ytdedy ouD={zx,ycR|z>+y>—2y<0}
D

(a) Apres le changement de variables en coordonnées polaires

x =rcos(f)
y =rsin(f) ’

la condition dans D se réécrit :
r? —2rsin(f) <0< r—2sin(d) < 0 < r < 2sin(f)
Or r > 0, donc 2sin(f) > 0< 0 <60 < 7. On a alors :
D={0<r<2sin@)et0<60<m}

(b) On calcule alors la double intégrale en utilisant les bornes trouvées dans la question
précédente et en faisant le changement de variable dans I'intégrale :

I:// 2 + % do dy
2 sin(6
—/ (/ -rdr) do
r442sin(0)
_A kﬂo do

(2 sin(@))4 40

(cos(4x) — 4 cos(2x) + 3) db

By
-4, 5

sin( 4ZC

1 7r
=5 — 2sin(2z) + Bx}o
3

s
2
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Exercice 2 [3 points]
A T'aide d’un développement limité, On va chercher 'asymptote oblique, en +o00, de la courbe de la

fonction f définie sur R* par
z?—1 1
flz) = exp | —
x x

et déterminer la position relative de la courbe et de cette asymptote.

1. Quelles sont les limites quand x — +00 et quand x — —oo. [0,5 point]
2. On pose h = 1/x. Calculez f(1/h) en fonction de h. [0,5 point]
3. (a) Donner le développement limité de exp(x) en 0 a ’ordre 3, puis celui de h x f(1/h)[0,5 point]
(b) Ecrire la formule de f(1/h) qui découle de la question précédente. [0,5 point]
(¢) En déduire, la formule de f(x), en remplagant 1/h par z . [0,5 point)]
4. En déduire, en éliminant les termes négligeables, la formule de I’asymptote oblique en +oo. (On
rappelle qu'une asymptote oblique est une fonction affine de la forme "az + b") [0,5 point]
5. En soustrayant a f(z) la fonction affine asymptotique, dire si la courbe de f est au dessus ou en
dessous de I'asymptote. [0,5 point]
Solution:
1. 7£Toof( r) =+o0 et xgrzloof(x) = —00

2 _
2 f(1/h) = W’})/hlexpw) = xR exp (h)

3. (a) D’apres la Formule de Taylor-Young, on a le développement limité de exp en 0 : exp(z) =
2 3
1+z+ % 4+ % +o(2?)
Dong, en remplacant dans la formule précédente, on a :

hx f(1/h) = (1 —h*)exp (h)

h? 3 f
=(1-h? (1—1—h+—|—+0(h‘5)>

2 6
h?  5h3
=14+h———"—"+oh
+h 5 5 + o(h?)
. » 1 ho 52 ,
(b) En divisant par h des deux cotés on a : f(1/h) = 7 +1-— 5T 6 + o(h?)
1 5 1
(¢) On remplace dans la formule précédente : f(x) =z + 1 — 5 6l +o (x2>

4. Les termes en I%, pour n > 1, tendent vers 0 quand x tend vers I'infini. Donc ’asymptote de
f est la droite d’équation y =z + 1 en +o00 et en —oo.

5. On soustraie I’équation de I'asymptote a f(x) :

f(m)—(:zr+1):_2156_6i2+0<3312>

Or en +oo le terme dominant est —% qui est négatif, donc la courbe de f est en dessous de
I’asymptote et en —oco le terme dominant est —% qui est positif, donc la courbe de f est au
dessus de 'asymptote.
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Exercice 3 [5 points]

1. Calculer la limite : limO sin(z) [1 point]
T— X
. . xln(x) .
2. Calculer la limite : lim [1,5 point]
z—1 22 — 1 ’
3. (a) Calculer le DL a l'ordre 3 en 0 de In (Smxﬂ) [1,5 point]
in(z) 1
(b) En déduire, en se rappelant que a¥ = exp(yIn(a)), la limite : }31;% (Smj ) [1 point]
Solution:
1. D’apres la formule de Taylor-Young :
3
sin(z) =z — % + o(z?)
Donc en remplagant dans la limite :
. 3 3 2
lim sin(z) = lim v ol = lim1l- 2 + o(z®) =1
=0 T z—0 T z—0 6

2. Comme la limite est en 1, on se raméne & une limite en 0 en posant h = x—1 (donc x = h+1) :

. rln(z) lim (h+1)In(h+1) lim (h+1)In(h+1)

i 22— 1 hs0 (h+12—-1  h50  h2+2h

Or d’apres la formule de Taylor-Young : In(h + 1) = h — }‘2—2 + o(h?)

Donc :
h2 2
i (Bt DIt 1) (h+1) (h— 5 Fo(h ))
h—0 h2 + 2h  hs0 h2 4+ 2h
R+ 4 o(h?)
= hm —_—
h—0 h? + 2h

1
=3 en prenant la limite des termes de plus bas degré

sin(x)

3. (a) Dans la question 1., on a le développement limité & l'ordre 2 en 0 de et dans la

question 2. celui de In(1+ h) : # =1- % +o(x®) et In(h+1) =h — %2 + o(h?)
IQ
6

In (Sm(l’)> =T o)

En remplacant donc h par % + o(x?) dans le développement limité de In(1 + k), on

obtient :

T 6

= exp (% In (Sinx(m)))

lim <Sm(x)> © = lim exp <1 In (Sm(x)>) = lim exp
z—0 T

z—0 x x

8=

sin(m))

xT

(b) D’apres le rappel : (

D’ou :

8

1

o
N

SR

z—0

= lim exp <_:g + o(x)> =1
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Exercice 4

Le but de cet exercice est de la calculer l'aire d’une
astroide (voir la figure ci-contre). Elle est donnée par la
courbe :

(z(t),y(t)) = (cos®(t),sin3(t)) pour ¢ € [0, 27]

On pose
w=zxdy—ydr
Autrement dit : w(t) = x(t) %(t) - y(t)%‘ff(t). On va utili-
ser le théoreme de Green-Riemann pour cela. On note D le
domaine orange qui représente un quart de ’astroide. C’est
ce domaine que l'on va calculer.
1. (a) Quelle intégrale double donne l'aire de D? [0,5
point]
(b) Donnez la formule de Green-Riemann. En utili-
sant cette formule, dire quelle intégrale curviligne

[5 points]

O A

1 Astroide

°

FI1GURE 1 — Graphe d’une Astroide

I sur la courbe orange est égale a I'intégrale double de la question précédente (on peut penser

a utiliser w).
2. Donnez la formule de w(t) en fonction de ¢. [0,5 point]

3. En utilisant les formules trigonométriques :

14 cos(2x)

cos?(x) 5

Montrez que

sin?(z)

[1 point]

1 —cos(2x)
B 2

sin(t) cos?(t) = %(005(415) —1)

4. On va calculez I'intégrale curviligne sur ¢ de w

e

[0,5 point)]

(a) En séparant cette intégrale en trois morceaux, montrez qu’elle se réduit a l'intégrale entre
A et B le long de l'astroide. Exprimez cette intégrale en fonction de t. [1 point]

(b) Calculez la valeur de 'intégrale :

w/2
/ (cos(4t) — 1)dt
0

et en déduire la valeur de I'intégrale [, w (Les questions 2. et 3. peuvent aider).  [1 point]

5. En déduire l’aire de l'astroide.

[0,5 point]

Solution:

1. (a) Sion note o/p laire de D, alors

Q@fpz// dx dy
JJp
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(b) Formule de Green-Riemann :

/fd:c—i—gdy—// <8$_y> dz dy

1
,QfD:/ dedy=- [ w
D 2 )¢

Do,

2. Il suffit de calculer directement :

o1t =) ?( 0 - () 2
3(t) - 3cos(t) sin?(t) + sin®(¢) - 3sin(t) cos?(t)
os*(t) sin (t) + 3sin?(¢) cos?(t)

os?(t) sin?(t) ( sin’(t) + cos2(t))

os?(t) sin®(t)

3. On remplace par les formules :

1 2t) 1- 2t
sin?(t) cos?(t) = i C;S( ). C;)S( )

_ (14 cos(2t))(1 — cos(2t))
4
(1 — Cos (275))

1 4 cos(4
B +2(t))

cos(4t) — 1)

I
OOH—‘A;M—‘.J;M—*
/'\ /"_‘\

/w:/ w + w + w
¢ AB BO OA

/w—/ x dy — / y dx
BO BO BO

y dx , car x = 0 sur le segment BO
BO

=0, car dr = 0 sur le segment BO

Et de méme [,,w =0 car y = dy = 0 sur le segment AO. D’ou

B /2
/w:/ w:/ w(t)dt
3 A 0

puisque t =0en Aet t =7/2 en B
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; : _ sin(4z)
(b) On calcule directement puisque [ cos(4x)de = Z=

sin(4xz) t} /2

w/2
/0 (cos(dt) — 1)t = [ i

Or d’apres la question précédente puis les questions 2. et 3. :

/2 /2 /21 37
= t)dt = 3 2t'2t:3/ = 4y —1) = °F
[Kw /0 w(t) /0 cos“(t) sin”(t) : 8(008( ) ) T
5. D’apres la question 1. :
1 3T
fd = — = —
D=3 [/’ 32

3
4XJZ%D:§7T

Donc l'aire de Pastroide est

77




