Espaces vectoriels : Feuille d’exercices 1

Exercice 1
Posons E = R3. Les familles de vecteurs suivantes sont elles libres et/ou génératrices ?

(a) (0,2,-1), (2,—3,2)

(b) (1,0,3), (2,-1,2), (5,0,3)
(c) (1,1,1), (2,3,4), (4,3,2)
(d) (0,3,0), (—1,0,2), (1,1,1)

Exercice 2

(a) Montrez que I’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal & 6, noté R6[X] est un espace vectoriel.

(b) Montrez que I'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal & 6, qui s’annulent en 0, est un sous espace
vectoriel de RS[X].

Exercice 3

(a) Montrez que l'intersection de deux espaces vectoriels est un espace vectoriel.
(b) Que pensez vous de 1'union de deux sous espaces vectoriels ?

(¢) On consideére, pour F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E, I’ensemble :
F+G:={z+y|zecFetyecG}

Montrez que F' + G est un sous espace vectoriel de F.
(d) A quelle condition sur F et G, F+ G est E?

Exercice 4
On pose £ = R? . Parmi les sous-ensembles suivants F' de E, lesquels sont des sous- espaces vectoriels ?

(a) F={(z1,..,xn) € E| zy =0}

(b)) F={(z1,...,zp) € E| 21 =1}

(1, .e0stpn) € E | 21 = 22}

(1, .yxp) EE |21+ + x5 =0}
( )

X1y Tp) € E | 21 - 29 =0}




Exercice 5
Montrez que la famille
{(1,1,2); (1,0,1); (0,1,2)}

est une base de IR? et donner les coordonnées d’un vecteur quelconque de IR? dans cette base.

Exercice 6
Posons E = R*. Les familles de vecteurs suivantes sont elles libres et/ou génératrices ?

(a) (1,2,-1,1), (2,-1,5,3)
(b) (17 ]-a 13 1), (17 2a 63 0)7 (17 2a4a _1)7 (_2, _37 _]-, 2)
(C) (0703332)7 (2733234)7 (4763 75,2)

Exercice 7
Pour quelle valeur(s) de m dans R la famille suivante est une base de R* :

(27 Oa Lm)? (27 17 _170)7 (13 27 1, 2)7 (2a _37 _la 1)

Exercice 8
Expliquez pourquoi il est possible d’écrire v = (1,2, —5) comme combinaison linéaire de uy = (1,1,1), us =
(1,2,3) et ug = (2,—1,1) et trouvez cette combinaison.

Exercice 9
Dire si les espaces F' suivants sont des sous-espaces vectoriels de R? et, dans I'affirmative, trouvez une base de
ces espaces :

(a) F = {(z,9,2) € R® | 22+ 3y — 2 = 0}
(b) F={(z,y,2) €ER3 | x +y = 2z}
(z,y,2) € R?® | 5r — 2y + 2 = 0}
(r,y,2) € R® | o+ 2y — 2z = 4}
(v,y,2) € R® |  + 32y — 2 = 0}

Exercice 10
Soit E I'espace vectoriel des fonctions continues qui sont définies sur R et a valeurs dans R. Que pensez vous de
fonctions suivantes ? Forment elle une famille libre de IR? ?

(a) f1:x— cos(z) et fo: x> sin(x)

(b) f1:x+— exp(x) et fo:x— exp(—2x)
() fi:x—a? forx—let fy:oxra
(d) f1:x— sin(x) et fo: x — sin(2x)

(e) f1:mxr>cos?(x), fo:x > cos(2x) et f3:ax+—1

(f) {x =1, x—€*, x> e*, ..., z+ e"®} pour n un entier naturel.




Exercice 11

Soit E l’espace des fonctions qui sont définies sur [0, 1] & valeurs dans IR. On le munit des opérations classiques
sur les fonctions qui font de E un espace vectoriel. Ces sous-ensembles de E sont ils des sous espaces vectoriels
de F :

(a) L’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R

(b) L’ensembles des applications surjectives (injectives)de [0, 1] dans R
(¢) L’ensemble des fonctions de [0,1] dans R telles que f(0) = f(1)

(d) Pensemble des fonctions de [0, 1] dans R telles que f(0) = f(1) +1

Exercice 12
On pose R?[X] I'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a 2.
(a) L’espace des polyndomes de degré égal a 2 est-il un sous espace vectoriel de R?[X].

(b) Soit = {P € R*[X] | P =X+ (A — p)z+ pz? ou A\, u € R}. Montrez que II est un sous espace vectoriel
de R?[X] et donnez en une base.

Exercice 13
Soit F' le sous-espace vectoriel de R* engendré par u = (1,2, —5,3) et v = (2,—1,4,7). Déterminer \ et u réels
tels que (A, u, —37,—3) appartienne a F'.

Exercice 14
Soit E ’espace vectoriel des suites de nombres réels et € ’ensemble des suites vérifiant la relation de récurrence :

Up42 = Up+1 + 2u, pour n € N

Montrez que € est un sous espace vectoriel de FE

(a)
(b)
()

)

(d) Déterminez les suites de ¢ telles que ug = 1 et uy = 2.

Montrez que les suites de terme général a,, = (—1)" et b, = 2" forment une famille libre de €.

Montrez que ces deux suites forment une base de .




Espaces vectoriels : Feuilles d’exercices
I1

Exercice 15
Dites si les applications suivantes sont linéaires ou non :

f: R — R

(a) r — 2zx+2
I R? — R
(b)
(r1,22) +— a1 -9
() f: R? — R?
(x1,22) +— (21,229,271 + 22)
() f R? — R3
(x1,22) +—— (321 + 229,21 — T2, 1 + 2)
f: R* — R3
(e) (.’171,.’1)2,$3,$L‘4) — (.’174 — T3,T2 —.’1?1,373)
®) I R} — R?
(x1,29,23) +— (x1,22,0)
f: R} — R?
(g) <$1,$2,$3) — (—$1,—$2,.’L‘3)
(h) I R} — R?
(z1,22,23) +— (cos()x1 — sin(f)xz, cos(f)xs + sin(0)xy, x3)

Exercice 16
On pose I'endomorphisme linéaire de R? défini par :

fler)=e2 , fles)=e3 , fles)=e

Déterminer le noyau et 'image de f, puis calculer f2, f3. Enfin, en trouvant les vecteurs fixes, c’est & dire les
vecteurs u tels que f(u) = u.

Exercice 17
Soit f l'application définie sur R3[X] & valeurs dans R3[X] définie par :

(f(P)(X)=P(X +1)— P(X)

) Montrer que f est linéaire.

) Déterminer le noyaux de f

(c) Déterminer f(1), f(X), f(X?), f(X?).
)

Ecrire la matrice de f dans la base canonique.



Exercice 18
Déterminez toutes les applications linéaires de IR dans IR.

Exercice 19
Montrez que les applications suivantes sont des applications linéaires :

(a) f: R? — R3
(x1,22) +— (3x1 + 2z, 21 — T2, T2)

(b) L’application lim qui donne la limite d’une suite convergente, définie sur ’espace vectoriel des suites réelles
convergentes et a valeurs dans R

(¢) L’application fol qui donne 'intégrale d’une fonction continue sur [0, 1], définie sur I'espace des fonctions
continue de [0, 1] dans R, et & valeurs dans R : fol D fol f(z) dx

(d) L’application "dérivée" définie sur 1’espace des polyndmes & coefficients réels : P — P’

(e) La projection dans IR? sur I'axe des abscices (I’axe de premiére coordonnée).

Exercice 20
Soit
f: R* — R?
(z,y,2,t) — (z—y+z+t,x+2z2—t,x+y+32z—31)

Montrez que f est linéaire puis déterminez une base de son noyau et de son image.

Exercice 21
Soit E l'espace des fonctions de R dans R infiniment dérivables. On pose 'application :

p: E — FE
fro— =

Montrez que ¢ est linéaire puis déterminez une base de son noyau.

Exercice 22
Soit E un espace vectoriel et £L(F) ’ensemble des endomorphisme de E dans E. On choisit une base {e1, ea,...,e,}
de E

(a) Démontrez que L(E) est un espace vectoriel.
(b) On pose pour tout ¢ = 1,...,n, Papplication
Di F — FE
u=(u1,...,un) — (0,...,0,u;0,...,0)
ou (uy,...,u,) sont les coordonnées de u dans la base {e1,ea,...,e,}. Autrement dit, p; ne conserve que
la i-éme coordonnée des vecteurs de F.
(¢) Montrez que p; € L(E). Ces applications sont appelées les projecteurs de E relativement & la base
{e1,€2,...,en}.
(d) Calculez p?.
(e) Trouvez une base du noyau de p;.
(f) Trouvez une base de I'image de p;.

ot



Matrices, déterminant et applications
linéaires : Feuilles d’exercices 1

Exercice 23
Faites toutes les opérations possibles avec les matrices suivantes :

1 -1 1 0 2
F=|4 G=|0 2 H:(i’ :f f) I:(é (1’) J=|5 —4
2 3 -2 2 -1

Exercice 24
Calculer A™ dans les cas suivants :

Exercice 25

Donnez dans les bases canoniques des espaces considérés, la matrice des applications f de ’exercice 15 quand

elles sont linéaires.

Exercice 26

Soit 'application lin éaire f de F dans F', munis respectivement des bases Bg et Br, dont la matrice écrite dans

ces bases est :

3 -2
5 —1
2 3

(a) Quelle est la dimension de l'espace de départ et de I'espace d’arrivée ?

(b) Quelles sont les images des vecteurs de F dont les coordonnées dans Bg sont :

()6 )




Exercice 27
On pose F le sous-espace de ’esapce des fonctions continues engendré par les fonctions cos et sin et d 'application
dérivée, c’est a dire :

d(f)y=f",Pourtout fe FE

Déterminer les matrices de d, d?, d® et d* dans les base {sin, cos} de E.

Exercice 28
On se place dans I'espace vectoriel R muni d’une base B = {u, v, w}. On consideére les applications linéaires f

et g définis par :
fw)=-v+2w f(v)=3u+6v f(w)=>5u—v+4w
glu)y=bu+v+2w gv)=%u—-3v+w gw)=—-u+2v+4w
(a) Ecrire les matrices A et B représentant f et g par rapport a la base B.

(b) Ecrire les matrices C et D représentant f o g et g o f par rapport a la base 5.

Exercice 29
Soit B la base canonique de R3. Soit u I'application linéaire qui & un vecteur (z,y,2) € R3 associe le vecteur
u(z,y,2) = (y— 22,20 —y+4z,x — y + 3z2).
) Déterminer la matrice A de v dans la base canonique B.
) Déterminer une base (a,b) de Ker(u — Id).
) Donner un vecteur ¢ tel que Ker(u) =< ¢ >.
(d) Montrer que B’ = {a,b, c} est une base de R3.
) Déterminer la matrice D de u dans la base B’.
) Montrer que Im(u) = Ker(u — Id).
) Montrer que Ker(u) ® Im(u) = R3.

Exercice 30

Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3 et B = {ey, ea, €3} une base de E. On considére f Papplication
linéaire de F vers E telle que :

fler) = e1+ex+es
flea) = 2e; —eq+ 2e;3
f(eg) = 461 —+ €9 —+ 463

(a) Quelle est la matrice A de f dans la base B? Si u € E a pour coordonnées (z,y, z) dans la base B, quelles
sont les coordonnées de f(u) dans la base B?

(b) Calculer f(e; + 2es).

(c)

(d) Ces sous-espaces vectoriels sont-ils supplémentaires ?

(e) Quelle est la matrice de f2 dans la base B? En déduire f2(eq), f2(e2) et f%(e3).

Déterminer le noyau et 'image de f.




Matrices, déterminant et applications
linéaires : Feuilles d’exercices 11

Exercice 31
Calculez les déterminants des matrices suivantes :

2 -3 1 2 2 00 100 1 0 0
(1) ‘1 3’ <2)‘2 —1’ 3)[-1 2 0 4|1 0 1 (5)|0 cosf —sinf| ,pourhecR
r 23 2 2 2 0 sinfd cos#
2 0 0 0 -1
TP L4+ 1-2 1+i A 01 -3 1 5
©) (ML-2 14i 1+i] (8) @0 3 1 -4 0
2 -4 -1 -l : . . 3 21 11 7
3 -3 0 4 i 14 1-2 4 94 19 8 0 4 2 3 9
0 -5 11 3 7

Exercice 32
s . (1 -1 (2 -1
Considérons les matrices A = <3 1 et B= 0 _1).

Calculer det(A), det(B), det(AB) et det(A + B). Que remarquez-vous ?

Exercice 33

Le volume d’un parallélépipede défini par trois vecteurs est donné par le module du déterminant de la matrice
obtenue en mettant en colonnes les composantes des trois vecteurs. Calculer alors le volume du parallélépipede
défini par les vecteurs u; = (1;2;3), us = (—1;0;2) et ug = (0;1;1).

Exercice 34
Résoudre les systemes suivants a 1’aide des déterminants :

3r—2y—2z =1

(a) —y—z =
r+3y+z =-1
rT—yt+z =0

(b) r+2y+3z =0
T+y+z =-2

y+ 2z =0

()R 204+y—2z =0
—r—y+z =0




Exercice 35
A quelles consitions les matrices suivantes sont inversibles ?

ap 0 0 O 0 0 0 0 b
10 a 0 O 101 X 0
A_00a30 B_001)\
0 0 0 a4 0 0 0 1
ol ay, az, as, as, by, ba, b3, by, bs
Exercice 36
Calculez I'inverse de la matrice
1 2 -3
A=|-3 1 3
2 1 -2
En déduire les solutions du systeme :
x4+ 2y — 32 =1
—3r+y+3z =2
20 +y—2z =-2

Exercice 37
Soit A € R. Montrez que la matrice A suivante est inversible puis calculer son inverse :

1 A 00
01 X O
A_OOIA
0 0 0 1

Exercice 38
Résoudre le systeéme linéaire suivant en discutant suivant la valeur de o € R :

T — 2z = —4
—x+y+(a+4)z = 10
T —ay— bz = 10

Exercice 39
Résoudre suivant les valeurs de m € R les systémes suivants :

()

r+m—-1y = m+2

mz+ (m+4)y = 3
(b)

mr+(m—1y = m+2

(m+1Lx—my = 5m+3

Exercice 40
Calculez I'inverse des matrices de I'exercice 31 quand c’est possible.




Exercice 41

4 0 0
Soit M=(2 3 0
01 2

(a) Résoudre I’équation en X : det(M — X Id) = 0.
(b) Pour chaque solution z; de ’équation, trouver un vecteur u; € R3, tel que Mu; = z;u;. On note P la
matrice obtenue en mettant en colonnes les coordonnées des vecteurs propres précédemment obtenus.

(c) Inverser la matrice P. Calculer alors N = P~1MP.

Exercice 42
Discutez suivant la valeur de A la dimension du sous espace vectoriel engendré par les vecteurs suivants :

(a) up = (A, 1,1), ug = (1, A1), ug = (1,1, A)
(b) Uy = (2)\—|— 1,0,0), us = (3,A —2,0), ug = (—27—5,)\)
(c) u1 =(-1,0,1), ug = (0,—-1,1), ug = (2,—1, \)

Exercice 43
Résoudre les systemes suivants en discutants des valeurs de a,b,c, A € R :

r—y—z+t = a 2ety—z = -l
wty—z+t = b r—3y—4z = 10
gttt = ¢ r—2y+z = 15
y THy+re = 2
Exercice 44
Calculer le déterminant suivant :
1 a & a®
1 b ¥ b
D= 1 ¢ &2 &
1 d 4% &

Exercice 45
Soit
f: R,[X] — R»+!
P s (P(0),P(1),P(2),P(3)..... P(n))

Montrez que f est un isomorphisme d’espaces vectoriels en utilisant deux méthodes différentes.




Exercices d’application en électricité

Un quadripole électrique est un réseau électrique conte-

nant résistances, capacité, inductances, ou d’autres com- ! 2
. , . Ae—Pp——o P (C
posants qui a deux bornes d’entrée et deux bornes de
. P . . U U
sorties. Il est donc caractérisé par deux données d’entrée L 2
uy et i; et deux en sortie us et 75 qui sont changée en B &————® o————oD

fonction de la ce qu’il y a dans la "boite".
La loi d’Ohm nous donne existe les relations suivantes entre ces entitées :

us = auy + biy
19 = cuy +di

()= ()

Z) est appelée la matrice de transfert du quadripole.

Autrement dit en terme matriciel :

La matrice T = (i

De la méme maniére on peut définir la matrice d’admittance A = (: s ), définie par :

0

i aouy + Bug
ig = yu1 + 5’[1,2

et la matrice inverse A~ = Z appelée matrice d’impédance.

1. Quadripole a une impédance série.

7:1 i2

Calculer la matrice de transfert de ce qua- A 0—»»—0 C
dripole en fonction de r et en utilisant la loi uﬁ [uz
d’Ohm. On notera cette matrice T;.. Be D
2. Quadripole a une impédance en shunt.
’il i2
Ao—Pp p—0oC Calculer la matrice de transfert de ce qua-
ul[ [uz dripole en fonction de r et en utilisant la loi
Be oD d’Ohm. On notera cette matrice 1.

11



Pour des quadripoles consécutifs, on peut multiplier les matrices de transfert de chaque quadripole pour
trouver la matrice de transfert du quadripole total.

[

Ici, on a par exemple :

T=TT,
3. Quadripole a cellule en T
Calculer la matrice de trans- 7 19
fert du quadripole ci-contre A e—pp— —p——eo
en utilisant la regle ci dessus Uy [ [uQ
et les résultats des questions . _
, Be e D
précédentes.
4. Quadripole a cellule en 7w
i1 19 Calculer la matrice de trans-
Ae—Pp T2 p—0n C fert du quadripole ci-contre
Uy W TW en utilisant la regle ci dessus
Be oD et les résultats des questions
précédentes.




