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MATRIZEN

I.1 VEKTORRAUME

Vektorraum ist der zentral Objekt der Linearen Algebra. Wir kennen schon viele Beispiele von Vektorraiimen.
Der Raum der real Zahlen R und der Plan IR? sind die Ersten. In dieser Kapitel wollen wir herausdestillieren,
was allen gemeinsam ist.

Definition I.1 (Vektorraum) :
Sei K = R oder C. Ein Vektorraum V tiber K (kurz auch: K-Vektorraum) ist eine Menge von Vektoren,

fiir die:
@ wenn v, w € V, und X\ € K, haben wir A\-v4+w eV
@ es gibt ein Element 0 € V, sodass fiir alle v € V', haben wir:

v+0=0+v=v,

(3) fiir alle v € V gilt
@ fiir alle a,b € K und alle v € V gilt
a-(b-v)=(ab)- v,
@ Fiir alle a,b € K und alle u,v € V gilt
a-(ut+v)=a-u+a-v

(a+b)-v=a-v+b-v.




I.1. Vektorraiime

Beispiel 1.1 : @ V' =1R" ist ein Vektorraum, fiir ein Ganzzahl n. Die Vektoren in IR™ sind beschrieben:
T
To '
r=| .| = (1,22, ,Tn)
Ty

die letzte Gleichung ist ein Definition. Die Anmerkung ‘A ist die transponierte von A genannt.

@ Die Menge der Sequenzen anmerkt [, ist ein Vektorraum. Dies ist der Folgenraum.

ln = {(an)nelN | an € R}

@ Sei I C R ein Intervall und
FILR):={f: I —>R}.

Dies ist ein Vektorraum, Funktionenraum gennant.

Definition 1.2 (Untervektorraum) :
Es seien K = R oder C und V ein K-Vektorraum. Ein (K-)Untervektorraum von V ist eine nicht leer
Teilmenge U C V', die fesstellt:

Vui,up €U, YVa € K : a-u; +us €U

Beispiel 1.2 : @ Die Kurve einer linearen Funktion f : 2 + ax mit a € R, ist ein Untervektorraum von R2.
@ Die Teilmenge
{z eR" | a121 + -+ + apzy, =0}
ist ein Untervektorraum von IR,,. Es ist eine Hyperebene genannt.
@ Die Teilmenge
C(I,R) :={f : I — R kontinuierliche} .

ist ein Untervektorraum von F(I,R).

Definition 1.3 (Familien von Vektoren, frei, erzeugend - Basis) :
Es seien K = R oder C und V ein K-Vektorraum. Eine Familie von Vektoren F ist eine Abzéhlbare Menge
von Vecktoren.

@ F ist frei wenn, und nur wenn die Element von F linear unabhéngig sind, d.h.

k
Yai,...,ar € K und vy,...,v; € F, (Zajvj =0=4a;=0, Vje [[1,k]])

j=1

@ F ist erzeugend wenn, und nur wenn alle Vektoren in V sind Linearkombination von Elementen in
F, d.h. Fir alle v € V, es existiert aq,...,ar € K und vq,...,v, € F, sodass:

k
E ajvj =
j=1




I.1. Vektorraiime

@ F ist eine Basis von V wenn, und nur wenn F ist frei und erzeugend.

@ Die Dimension von V ist die Méchtigkeit von einer seiner Basis.

Bemerkung
Wir sagen, dass V endlische Dimension hat, wenn V eine Basis B mit einem endliche Anzahl n von Vektoren

hat. Alle Basis von V haben dann n Elementen. Wir sagen also, dass die Dimension n ist, und wir schreiben

dimgV =n.

Beispiel 1.3 : @ Die Dimension von R" ist n.

@ Die Dimension von {z € R* | z; + 3 + x3 + 24 = 0} ist 3.

Definition I.4 (Linear Abbildung) :
Es seien K = R oder C, V, W zwei K-Vektorraiime und f : V' — W eine Abbildung. Wir sagen, dass f
eine Linear Abbildung ist, wenn und nur wenn fiir alle A € K und w,v € V, gilt

Fv-u+v)=X- f(u)+o

Beispiel 1.4 :
Seien V = R? und W = R2.

@ g:V — W, sodass f(x1,72,73) = (r2,71 + 23) ist nicht linear wegen das Quadrat.

@ f:V = W, sodass f(x1,x2,23) = (x2 + x1, 21 + x3) ist linear.

Definition 1.5 (Kern - Bild) :
Es seien K = R oder C, V, W zwei K-Vektorraiime und f: V — W eine lineare Abbildung.

@ Das Kern von f ist
ker(f):={veV | f(v)=0}.

Dies ist ein Untervektorraum von V.

@ Das Bild von f ist
im(f) = {f(0) [veV} .

Dies ist ein Untervektorraum von W. Die Dimension von im(f) heift Rang von f".

@ Das Rang rg(f) ist die Dimension des Bildes der Abbildung f

Beispiel 1.5 :
Das Bild von f (in das letztes Beispiel) ist
im(f) = R?



1.2. Matrizen

und ihr Kern ist
ker(f) ={\(1,-1,-1) | A e R} .

Vorschlag 1.1 (Rangsatz)
Es seien K = R oder C, V,W zwei K-Vektorraiime und f : V. — W eine lineare Abbildung. Wir haben diese
Dimensionsgleichung:

dim V = dim(im(f)) + dim(ker(f)) = rg(f) + dim(ker(f)) (L.1)

Beispiel 1.6 :
Sei
f: R} — R
(.’IJ, Y, Z) — T+ y—z

Fir alle a € R, f(a,0,0) = a. Also im(f) = R.
Dank der Rangsatz haben wir

dim(ker(f)) = dim R® — dim(im(f)) =3 -1 =2
Man kann priifen:

f(l‘,y,Z):O<:> x+y—z:0
& rty==z

Also ker(f) = {(z,y,@ +) = 2(1,0,1) + y(0,1,1) | 2,y € R}

1.2 MATRIZEN

Definition 1.6 (Matrix) :
Eine Matrix (Plural Matrizen) iiber K ist eine rechteckige Anordnung (Tabelle) von Zahlen im K. Der
Anzahl von Eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten ist von der Form :

a1 aiz2 - Qin

a21 ag2 -t Q2n
A= . ) . = (aij)i<i<m
. . . 1<j<n

Am1 Am?2 0 Omn

agy ist der Koeffizientwert in der dritte Zeile und zweite Spalte. Wie fiir die Elemente von R", die
Transponierte der Matrix A ist die folgende Matrix mit n Zeilen und m Spalten:

ail e Ama
t4=AT .=

A1lp - Qmn

Wir schreiben die Vektorraum der Matrizen von Gréflen n x m iber K

Mat(n, m, K)




1.2. Matrizen

Matrizenaddition und Skalarmultiplikation:
Zwei Matrizen konnen addiert werden, wenn sie vom selben Typ sind, das heiflt, wenn sie dieselbe Anzahl von
Zeilen und dieselbe Anzahl von Spalten besitzen. Die Summe zweier m x n-Matrizen ist komponentenweise
definiert:

A+ B = (ai; + bij)}él’_ém

ji<n

Also wir addieren die Koeffizientwerte mit die selbe Indexen.
Sei A € K. Eine Matrix wird mit dem Skalar A\ multipliziert, indem jeder Eintrag der Matrix mit dem Skalar
multipliziert wird:

Beispiel 1.7 :

Matrizenmultiplikation:
Zwei Matrizen konnen multipliziert werden, wenn die Spaltenanzahl der linken mit der Zeilenanzahl der rechten

Matrix {ibereinstimmt. Das Produkt einer I x m-Matrix A = (a;j)1<i<; und einer m x n-Matrix B = (b;;)1<i<m

1<j<m 1<j<n

ist eine [ x n-Matrix C' = (¢;;)1<i<m deren Eintrége berechnet werden, indem die Produktsummenformel, &hnlich
1<j<n

dem Skalarprodukt, auf Paare aus einem Zeilenvektor der ersten und einem Spaltenvektor der zweiten Matrix

angewandt wird:
m
Cij =Y i b
k=1

firallel1<i<mund1<j<n.

ACHTUNG: Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ, d. h., im Allgemeinen gilt
B-A#A-B.
In der Tat, wenn diese matrizen nicht Quadrat (von Groflen n x n) sind, ist eine dieser

beiden Multiplikationen nicht einmal méglich.

. J

Die Matrizenmultiplikation ist allerdings assoziativ, d. h., es gilt stets:
(A-B)-C=A-(B-C).
Anschlieflend, fiir alle Matrizen A, B, C' mit gut gewahlte Grofien :
(A+B)-C=A-C+B-C

A-(B+C)=A-B+A-C
"A-B)=1'A-'B



I.3. Link mit Vektorraiime

Beispiel 1.8 :

0 -1 3 2
1 1 3

. 2
(—1 3 —2) g

(=) +1-543-(—1) 1-341-(-2)+3-(-1) 1-241-(-4)+3-6 )
(=) 4+3-54+(=2)-(=1) (=1)-3+3-(-2)+(=2)-(—1) (=1)-243-(—4)+(=2)-6

(6 1 -2 16
-4 18 -7 —20

1.3 LINK MIT VEKTORRAUME

_( 1-04+1-04+3-2

1
(=1)-04+3-04(-2)-2 (1)

Sei A € Mat(n, m, K). Wir betrachten die linear Abbildung

fA : K" — K"
Z1 Z1

— A-
Ty, T

Dies gibt ein Link zwischen den Vektorraum von Matrizen Mat(n, m, K) und die linear Abbildung von K™ zu
T

K". Das Ergebnis von A- | gibt eine Matrix mit n Zeilen und einer Spalte. Also f4 ist gut definiert.
T

Bemerkung :
Wie f4 eine linear Abbildung ist, kénnen wir das Bild und den Kern errechnen.

e Das Bild von f4 ist definiert durch
im(fa) ={fa(z) = Az | z € K™}

Dies heifit den Spaltenraum von A, d.h. der Unterraum von K" der von den Spalten von A erzeugt wird,
S(A) geschrieben.

e Das Kern von f4 ist definiert durch
ker(fa) = {z € K" | fa(z) = Az =0}

Dies heifit den Nullraum von A, d.h. der Unterraum von K™ der von den Spalten von A erzeugt wird, S(A)
geschrieben.

Wir werden weitere Techniken sehen, um sie aus A zu berechnen, zum Beispiel mit Gauss Eliminations verfahren.

Beispiel 1.9 :
Sei
f: R? — R?

f is eine linear Abbildung. Sei

11
Ap=1[2 -1
301

Dann wir haben:



I.4. Determinanten

Wir kénnen sehen, dafl Ay die Handlung von f kopiert, seit f(z,y) = (1= + 1y, 22 + —1y, 3z + 1y). Mit Gauss
Eliminations kénnen wir das Rang von A; berechnen:

1 1 1 1 Li+L1+Ls/3 1 0 L3« L3+Ls/3—3L 1 0
2 1 Lo<+Lo+2L4 0 —3 1 1 2 0 -3 3¢ L3 2/3—oLl1 _3
3 1 3 1 3 1 0 0

Also ist der rang von Ay 2. Das ist die Dimension dem Bild von f. Mit dem Rangsatz, haben wir :
dim R? = dim(im(f)) + dim(ker(f))
= dim(ker(f)) = dimR? — dim(im(f)) =2 -2=0

1.4 DETERMINANTEN

Definition 1.7 (Determinant fiir 2 x 2 Matrizen) :
Die Determinante (det) kann fiir 2 x 2 Matrizen definieren, wie folgt:

a b

a b
det(c d>:c d

Definition 1.8 (Determinant fiir n x n Matrizen) :
Man kann die Determinante iiber jede Spalten und jede Zeiten Distributivieren, wie folgt. Sei A eine n x n Matrix
definiert durch:

‘::ad—bc

aix aiz - Qip

a1 Ag22 - Q2p
A =

apl Ap2 *** Qpp

Man kann sehen, dass a;; ist der Koeffizient in der Zeile 7 und in der Spalte j.
Wir definieren dann der Vorzeichen n x n Matrix mit 4, ob SZeile 4+ Spalte"gerade ist, und mit —, ob SZeile +
Spalteiingerade ist:

+ - +
— _|_ —
+ - +
Distributivgesetze iiber die erste Zeile :
Q22 - A2p az1 -0 A2p az1 G2 - A2(n-1)
det A = a1 X Sl —a2] +...xai,
Ap2 - Qnp an1  **° Gpp An1  Gp2 " Qp(p-1)

Wir kénnen dann durch Vollsténdige Induktion die Determinante von jeder Matrix berechnen.

Beispiel 1.10 :

3 2
11

= w O

1
2 zowf H—l”? H+2w ‘:0(20—14)—1(&0—1J)+24&1—24):0+1+2=3
1

[ )

Vorschlag 1.2
Sei A eine quadratische n x n-Matriz. Wenn det A # 0, wissen wir, daff A eine Regulire Matriz ist. Also A™"
existiert.



I.5. Inverse Matrix

Bemerkung : @ Sei x1,x9,...,2, € R". Wenn

’det(zl Xo - xn)‘;éo,

ist {x1,22,...,2,} eine Basis von R". Hier werden die Vektoren 1, s, ..., z, in Spalten geschrieben.
Es gibt dasselbe fiir C™.

@ Wenn u = (u1,u2), v= (vy,v2) € R? ist

uy U1
det = |u1va — ugvs|
Uz V2

die Flacheninhalte des von v und v aufgespannten Parallelprogramms.

@ Wenn u = (uy,us,u3), v = (v1,v2,v3), w= (wy,ws,w3) € R?, ist

up v w
det | us vo wo
us V3 Wz

das Volumen des von u, v und w aufgespannten Parallelotop.

1.5 INVERSE MATRIX

Definition 1.9 :
Sei A eine n x n-Matrix. Die Matrix A ist invertierbar gesagt, wenn det A # 0.
Wenn eine Matrix invertierbar ist, kann man ihre inverse Matrix berechnen.

Definition 1.10 :
Sei A eine n x n-Matrix. Die inverse Matrix B von A ist so, dass

BA=AB =1,

wo I, is die Einheitsmatrix von lange n.

Bemerkung
Es gibt jetzt zwei Methode um ein System zu 16sen : Benutzen das Gausselimination oder die inverse Matrix. Sei

r+2y+3z =1
3+ 2 =2
r+2y+z =3

Mit Gauss elimination:

123 |1 1 2 3 | 1 1 2 0 | 4 1 0 0 | 1
301 ] 2)]~f0 -6 -8 ] -1)]~(0 -6 0 | -9|~[0 -6 0 | -9
121 ] 3 0 0 -2 | 2 00 -2 | 2 0 0 -2 | 2
r=1
So ( 9)/(—6) =3/2 .
=2/(-2)=-1
1 2 3 -1 2 1
Mit die inverse Matrix: Sei A= [3 0 1|.Dann A ist invertierbar und A~! é -1 -1
1 2 1 3 0 -3
r+2y+3z =1 x 1 T 1 x 1 -1 2 1 1
3z + 2 =2 o Aly|=1[2] @ A 'A|ly|=4""2|] © [y|==|-1 -1 4 2
c4+2 4z =3 2 3 p 3 ) %\3 o —3/\3



1.5. Inverse Matrix

und wir haben dieselbe Losungen.
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EIGENBASISWECHSEL

II.1 EIGENVEKTOREN UND EIGENWERTE : DEFINITIONS

Definition II.1 :
Seien n € N und A € Mat(n,n,K), wo K = R oder C.

@ Eine Zahl X € K heifit Eigenwert von A,

@ Ein Vektor v € K™ heifit Eigenvektor von A zum Eigenwert «, gibt mit A -v =« - v,

@ Sei A € K ein Eigenwert von A. Dann heift
Eig(4,a0) ={veK" | A-v=a- v}

der Eigenraum von A zum Eigenwert .

@ Eine Basis {v1,...,v,} von K™ heifit Eigenbasis fiir A, wenn es
alphay, ..., a, € K (nicht notwendigerweise verschieden !) so dass,

A'sz()lj'vj fi'u"j:l,...,n.

@ Wir nennen A diagonalisierbar, wenn es eine Eigenbasis fir A gibt.

Vorschlag I1.1
Wenn A ist diagonalisierbar mit Figenwerte oy, .. .,a, und jeweilige Eigenvektoren vy,...,v,, existiert es eine
invertierbar Matriz P, Bastswechselmatrixz genannt, so, dass

(651 0 0
. —1
A=P]| g o | P
0 0 ap
Die matriz
P = (Ul .. Un)
passt, mit die Figenvektoren vy, ..., v, itm Spalten geschrieben.

11
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Bemerkung (Achtung) :
Nicht fir jede Matrix gibt es eine Eigenbasis. Zum Beispiel sei

=)

a—1 2
0 a—1

Wir berechnen erste die Eigenwerte :

det(alg — A) =

—(@-?

Also gibt es ein Figen werte 1. Wenn A diagonalisierbar ist, gibt es P eine inverse Matrix so, dass

(1 0\
aer ().
1 0

Aber P (O 1) = P und dann A = PP~! = [,. Das ist absurd. Also A ist nicht diagonalisierbar.

Es gibt also Matrizen, die sind diagonalisierbar iiber C aber nicht iiber R. Nehmen Sie zum Beispiel

(00,

11.2 M ETHOD

Seien n € N und A € Mat(n,n,K) in diesen Paragraph, wo K = R oder C.

I1.2.1 BERECHNUNG DER EIGENWERTE
Seien n € N und A € Mat(n, n,K) in diesen Paragraph, wo IX = R oder C.

Definition II.2:
Das Polynom (vom Grad n) im a € K
det(A — al,)

ist genannt das charakteristische Polynom von A.

Vorschlag 11.2
Die folgenden Sdtze sind dquivalent:

e a €K is a ein Figenwert von A,

es gibt einen Vektor v € K™ so, dass A-v =« v,

das Kernel ker (A — al,) von A — al,, enthdlt ein Nicht-Null-Element v,
e det(A —aly,) =0,
e « ist eine Nullstelle des charakteristische Polynom van A.

Auferdem, wenn «, f € K 2 verschiedene Eigenwerte sind, so gilt

Eig(4, o) N Eig(A, 8) = {0} -

Also, wenn A n verschiedene Eigenwerte in IK hat, ist A diagonalisierbar.

12
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Die Frage ist jetzt : "Was kénnen wir machen, wenn wir haben nur n — 1 Eigenwerte (oder wenige) fir A ?"

In diesem Fall, es gibt eine doppelte (oder mehr) Nullstelle im charakteristische Polynom. Fiir diese Eigen-
werte, miissen wir so viele Eigenvektoren finden wie den Ordnung der Nullstelle im charakteristischen Polynom,
wenn A diagonalisierbar ist.

Definition II.3 :
Das Minimalpolynom von A (nicht immer vom Grad n) ist das Polynom IT mit dem niedrigsten Grad so, dass
II(A) ist das null Matrix.

Vorschlag I1.3
Die folgenden Satze sind dquivalent:

o A ist diagonalisierbar,

e das Minimalpolynom II von A hat nur Nullstellen von Ordnung 1.

1 2 1 0
Az(o 1) und 12:(0 1).

Wir haben gesehen, dass A nicht diagonalisierbar ist. I ist natiirlich diagonalisierbar, weil sie schon diagonal ist.
Diese zwei Matrizen haben das gleich charakteristische Polynom im «

Beispiel 1I.1:
Seien

(a—1)%.
Aber das minimal Polynom fiir I ist deutlich oo — I5, aber es ist Klar das dieses Polynom hebt A nicht auf:
1 2 1 0 0 2 0 0
A_IQ_(O 1)_(0 1)‘(0 0>7A(0 0) :

Also das Minimalpolynom von A ist das charakteristische Polynom von A und hat eine doppelte Nullstelle. A ist
nicht diagonalisierbar, wie wir schon gesehen haben.

I1.2.2 EIGENVEKTOREN

DIAGONALISIERBAR M ATRIX

Vorschlag I1.4
Sei a € K ein Figenwert von A.

Wenn es gibt n verschiedene FEigenwerte fir eine Quadratmatriz A von grofie n, ist A diagonalisierbar.
Dann fiir jedes Fignewert o € K:

dimEig(4,a) =1, so Eig(A,a) =K v, ,

wo v, 18 ein Figenvektor von A fir a. Auflerdem hat das System in die Variablen x1,...,x, € K,
T1
Ty

eine Gleichung proportional zu den anderen.

13
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@ Wenn es gibt nicht n verschiedene Figenwerte fiir eine Quadratmatriz A von gréfie n, wissen wir nicht
wenn A diagonalisierbar oder nicht ist. Dann das Polynom, das nach Entfernen aller quadratischen oder

grofseren Faktoren des charakteristischen faktorisierten Polynoms erhalten wird, muss A aufheben. Wenn
ja, ist A diagonalisierbar. Dieses Polynom ist dann das Minimalpolynom von A.

Beispiel II.2 : @ Sei A= <é g) Dann ist das charakteristisches Polynom
det(A— ML) =(1-N(3=-X).

Es gibt 2 verschiedene Eigenwerte (1 und 3) fiir A (von Grofle 2), also A ist diagonalisierbar.

5 7 6
@ Sei A= | —11 23 6 |.Dann ist das charakteristisches Polynom
—22 14 28

det(A —AI3) = (2 - N)2(3—)).

Es gibt 2 verschiedene Eigenwerte (2 und 3) fir A (von Gréfe 3), also wir wissen nicht, wenn A diagonali-
sierbar ist. Sei P(X) := (2— X)(3— X)) das Polynom, das nach Entfernen aller quadratischen oder gréfieren

Faktoren des charakteristischen faktorisierten Polynoms erhalten wird. Dann

0 0 O
P(A) = (2I; — A)BI; — A)= [0 0 0
000

Also A ist diagonalisierbar.

Definition II.4 :
Hat fir ein Eigenwert A € K die Gleichung f(v) = Av eine Losung v # 0 (der Nullvektor ist natiirlich immer
eine Losung). f. Jede Losung v # 0 heifit Eigenvektor von f zum Eigenwert .

NICHT DIAGONALISIERBAR MATRIX

Dieses Fall ist nicht behandelt in diesem Kurs.

14
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