| Devoir maison n° 2|

EXERCICE 1

Cherchez les fonctions f : R — R telles que :

VeeR, fx)+zf(l—z)=1+z

Solution: Analyse :
Supposons que f vérifie cette équation. Pour tout x € R, posons y = 1 — x. Il est clair que y
peut alors étre n’importe quel élément de IR en prenant x = 1 — y. On a aussi en remplacant dans
I’équation :
fA=y)+ W) —ufly) =2-y
Donc en mutlipliant par y membre a membre :
yf(L=y) +yfly) =y’ fy) =2y —y° (1)
Or d’apres ’équation de I’énoncé :
yfA—y)=1+y—f(y)

On remplace alors dans (2) et on a :

Ly —f) +yf) v’ f) =2y -y <= (" +y-Dfly) =y +y—1 (2)

Or comme —y2 4+ y — 1 # 0 pour tout y € R, on peut diviser par ce nombre et on trouve que

YyeR, f(y) =1

Synthese :
Vérifions que la fonction f : x — 1 est bien solution de cette équation. On remplace dans I’équation :

l+z-1=1+=x

Ce qui est bien vrai.

EXERCICE 2

On utilise dans cet exercice le raisonnement par récurrence.

@ Montrer que, pour tout entier naturel non nul n,

n(n + 1))2.
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@ Calculer a,, = Z(?k +1)2.

k=0

Solution:

@ On utilise un raisonement par récurrence dans chaque cas :

+1
Vn e N* S k= Mgt
Initialisation :
1 est bien égal a
On veut montrer

1(1+1)
2

n
1
P(n) : Zk:%,pourtomneﬂ\]*

Hérédité : Soit n € N*. On veut montrer que P(n) = P(n+ 1). Or si P(n) est vraie :

é: +(n+1) (ijn4%n+U=%n+D(Z+l>:0H4¥n+m

WMJr

d’ott P(n + 1) est vraie. Par récurrence, on a montré que Vn € N*, P(n) est vraie.
2 +1)(2n+1

Wn € N*, Yj, k2 = metetl

Initialisation :

12 est bien égal a

On veut montrer

1(141)(2+1)
6

, pour tout n € N*

& n(n+1)(2n +1)
) Lk =T

Hérédité :Soit n € N*. On veut montrer que P(n) = P(n + 1). Or si P(n) est vraie :

’ile Zk2 B (n-|-1)6(2n+1)+(n+1)2
n n2 n n
:(n+1)((26+1)+(n+1)>:(n+1)-2 i 6+6 o0
7'L2 n n n
:(n+1).2+67+6:(n+1).(2 +3)(n+2)

d’ott P(n + 1) est vraie. Par récurrence, on a montré que Vn € N*, P(n) est vraie.
2
+1

Vn e N*, S kS = (M)
Initialisation :

2
13 est bien égal & (%)
On veut montrer

Z k3 = (Ll)) , pour tout n € N*
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Hérédité :Soit n € N*. On veut montrer que P(n) = P(n + 1). Or si P(n) est vraie :

n+1

Zk?’ Z’f?’ +(n+1)° (W)2+(n+1)3
=(n+1)2(?f+(n+1)>=(n+1)2.”2+i”+4
n 2 n n
:(n+1)2_( 22) :(( +1)2( +2))2

d’ott P(n + 1) est vraie. Par récurrence, on a montré que Vn € N*, P(n) est vraie.

@ On utilise les résultats obtenus :

an = > (2k+1)° Z4k2+4k+1_4zk2+42k+21
k=0 k=1

1)(2 1 1 2 2 1 6 3
gt >("+ ) pq. 0t )+(n+1):(n+1)- @nt+l)+6nt

6 2 3

4n® +8n+3

3

EXERCICE 3

Soit A une partie de N* possédant les propriétés suivantes :
(1) 1eA
(i) VneN*, ne A=2nec A
(i1i) Yn e N*, (n+1)e A=necA
Montrer que A = N*.

Solution: A est inclus dans N*. Montrons que tout élément de IN* est inclus dans A. On veut donc

montrer pour tout n € N*, P(n) : n € A.
Initialisation : 1 € A — Vrai d’apres ’énoncé.
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Hérédité : Soit n € N*. On veut montrer que P(n) = P(n+ 1). Or si P(n) est vraie :

neA=2neA
=2n—-1€A
=2n—-2€A
=2n—-3cA

=2n—(n—-3)=n+3cA

=2n—(n—-2)=n+2cA
=2n—(n—1)=n+1lcA

d’ott P(n + 1) est vraie. Par récurrence, on a montré que Vn € N*, P(n) est vraie.
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