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FEUILLE DE TD 2 - THEORIE DES ENSEMBLES

Premieéres définitions et ensembles concrets

(*) EXERCICE 1

Soit E = {a,b,c}. Peut-on écrire les propositions suivantes : a € E'? aCE? {a} CE?
0heE? OCE? {0NCE? d¢gE? dgE? {d¢E? {dZE?

(*) EXERCICE 2

{a} € E?

Soit IN ’ensemble des entiers naturels.

@ Ecrire dans IN I’ensemble des nombres "multiples de 2 et multiples de 6".
@ Ecrire dans IN I’ensemble des nombres "multiples de 2 ou multiples de 6".

@ Quelle est l'intersection de ’ensembles des multiples de 3 et de I’ensemble des multiples de 27

@ Quel est le complémentaire dans IN de I’ensemble des nombres "pairs ou non multiples de 5" 7

(*) EXERCICE 3

Soit E = {1,2,3}, F = {0,1,2,3} et G = {0,4}.

Décrire les ensembles ENF, EUF, ENG, CpE (complémentaire de E dans F), (GUF)\E (c’est GUF

privé de E).
@ A-t-on G ¢ F? E C F (inclusion stricte) ? Justifiez.

(*) EXERCICE 4

On dit qu’un ensemble est défini en extension lorsque 'on cite explicitement tous ses éléments (éventuellement
avec des ...), et en compréhension lorsque 'on caractérise les éléments de ’ensemble par une propriété. Par
exemple, U'ensemble P des entiers naturels pairs peut étre défini en extension par P = {0,2,4,6,---}, ou en

compréhension par P = {2k | k € N} ou encore P = {n € N | 3k € N,n = 2k}.
@ Définir en extension et compréhension :
(a) l'ensemble I des entiers naturels impairs
(b) T'ensemble A des entiers relatifs compris (au sens large) entre —2 et 3
(¢) Pensemble des nombres premiers.
@ Définir en compréhension
(a) Dintervalle ]0;1].
(b) lensemble des fonctions paires

(¢) Tensemble des nombres rationnels



(*) EXERCICE 5 (Extrait de novembre 2018)

Soit E ={n € N |0 <n <10}. On considére les trois sous-ensembles suivants de E :
A=1{1,3,5}, B=1{6,8,10}, C={neN|5<n <10}

@ Déterminer explicitement (AU B)NC.
@ Déterminer explicitement Gz A.
@ Déterminer explicitement B x A.

(*%) EXERCICE 6 (Extrait de novembre 2014)

Soient E = {0,1,2,3,4} et A ={0,2}.
@ Déterminer tous les ensembles X C F tels que X U A = E.
@ Déterminer tous les ensembles Y C E tels que CpA C Y.
@ Comment expliquer les résultats trouvés en @ et @ ?

(**) EXERCICE 7 (Extrait partiel novembre 2015)

Dresser la liste de toutes les inclusions et égalités entre les ensembles suivants :
(1) F={zeR |z <0}
@ G={%1abeZ>b#0etb pair}.

3) K=Q.

Opérations sur les ensembles - Propriétés

(*) EXERCICE 8

Soit E un ensemble. Soient A, B et C' trois sous-ensembles de E. Simplifier les ensembles suivants :
(1) An(AUB)
(2) AU(ANB)
(3) [AU(ANB)NB
(1) (AUB)N(BNC)N(CUA)
(5) An(CpAUB)
(6) AnBN(BULEC)

(*) EXERCICE 9

Soient A, B et C trois ensembles.
@ Démontrer que A = B si et seulement si AUB = AN B.

@ Montrer que A et B sont disjoints si et seulement si CgAUCEB = E.



@ Soient A, B et C' trois ensembles tels que AU B = BN C. Montrer que A C B C C.

@ Démontrer que
(ANB=ANnCet AUB=AUC)<«<= (B=C)

(#*) EXERCICE 10 (Extrait de novembre 2018)

Soient E un ensemble et A1, As et A3 des sous-ensembles de E. Déterminer & l'aide des ensembles A;, avec
1 € {1,2,3}, et des opérations entre ces ensembles, & quel ensemble un élément = appartient lorsque :

@ x appartient a tous les A;.
@ x n’appartient ni & Ay ni a As.
@ x appartient a au moins deux des A;.

(*) EXERCICE 11

Soient A, B et C trois sous-ensembles d’un ensemble E. Montrer les égalités suivantes :
(1) A\B=An(CsB).
(2) (AUB)\C = (A\C) U (B\O).

(%) EXERCICE 12

Soient A, B, C et D quatre ensembles. Montrer les propriétés suivantes :
(1) (ACC et BC D) += (Ax BCC x D) (On suppose que A et B sont non vides).
(2) (AUB)x C = (AxC)U(B xC).
@(AmB)xc (AxC)n (B xO).
(4) (A\B) x C = (Ax C)\(B x C).

(**) EXERCICE 13 (Examen de Janvier 2020)

Soient £ un ensemble et A, B et C' trois parties de E.
@ Montrer que : (ANB)N (Cg(ANC)) =An (BN (Ce0)).
@ Montrer que : (AUB)N (Cg(ANB))) =0 < (A=B)

(**) EXERCICE 14 (Rattrapage de juin 2020)

Soit F un ensemble non vide. Soient A, B et C trois parties de E.
@ Montrer que : (A= B) < (ANB=AUB).
(2) Montrer que : (ANB=ANC) & (AN (E\B)=AnN(E\C)).
@ On suppose que : B C A C C. Soit X une partie de E. Montrer que :

(ANX=Bet AUX=0C) & (X =BU((E\A)NQC)) .



Ensemble des parties d’un ensemble

(%) EXERCICE 15

Ecrire 'ensemble des parties de E = {a, b, ¢,d}.

(**) EXERCICE 16

Soient E et F' deux ensembles.
@ Montrer que si E C F alors P(E) C P(F'). La réciproque est-elle vraie ?

@ Parmi les ensembles P(E U F) et P(E) UP(F), lequel est inclus dans 'autre? A quelle condition a-t-on
Pégalité ?

@ En prenant F = {1,2,3} et F = {2,4}, montrez que 1’égalité n’est pas vraie en général.

@ Que penser de P(ENF) et P(E) NP(F)? A-t-on toujours I’égalité dans ce cas?

(#+*) EXERCICE 17

Soient E et F' deux ensembles. Un sous-ensemble X de E x F' est-il toujours de la forme A x B ou A € P(E) et
BeP(F)?

S’entrainer ... et aller plus loin

(*) EXERCICE 18

Soit A = {1,3,5,8}, B ={2,3,4,5,6} et C = {7,8,9,10}. Donnez les ensembles ANB, ANC, CNB, AUB,
AU(BNC),(AuB)NC, N\ AU B.

(*) EXERCICE 19
Soit BFs ={neN|IkeNn=2k}, Es={neN|JkeN,n=3k}, et BEg={neN|3IkeNn=06k}.
@ Démontrer que Es N E3 = Eg.
@ Que vaut Fy U Eg?

(*) EXERCICE 20
On considere les sous-ensembles de N suivants :
A=1{1,2,3,4,5,6,7} ; B=1{1,3,5,7}; C={2,4,6} ; D ={3,6} .

@ Déterminer BN D et CN D.

@ Déterminer BU C et C'U D. Une des ces réunions est-elle disjointe ?
@ Déterminer CAD.

@ Déterminer les complémentaires dans A de B, C et D.



(*) EXERCICE 21 (Partiel de Novembre 2019)

Soient A ={a € N | a2 < 19} et B = {-2,—1,3,5}. Exprimer explicitement les ensembles suivants :
(1) A\B
(2) B\ A
(3) AnB
(4) AuB

(%) EXERCICE 22

Ecrire en extension (voir EXERCICE |4)) les ensembles suivants :

1
A = {nombres entiers compris entre — 3 et 7}
B={zeQ|3IneN, IpeN, z=pnetl1 <p<2n<T7T}
C={neN|3keN, 26=kn}
D = {f fonctions dérivables sur R | Vo € R, f'(z) =z et f(0) =0 ou 1}
E={(z,y) eR?® |y=a2ety=2—2}

(**) EXERCICE 23

Soit E' un ensemble. Soient A, B et C trois sous-ensembles de E. On note par AAB la différence symétrique de
Aet B.

(1) Calculer AAA; AAD; AAE; AACA
@ Montrez que

(a) (CA)A(CEB) = AAB,

(b) Cx(AAB) = (CpA)AB = AA(CEB).

@ Montrer que
(AAB)AC = AA(BAC)

@ Démontrer que
AN(BAC)=(ANB)A(ANC)

@ Démontrer qu’en général
(AAB)UC # (AUC)A(BUCQC).

(%) EXERCICE 24 (Paradoxe de Russell (ou du barbier))

On note X = {z | & x=}. Montrer que :
XeXeXeX.

En déduire une contradiction quand a ’existence de cet ensemble.

(*) EXERCICE 25 (prérequis : Nombres complexes)

Soient E =C, A={z€ E||z]<1}et B={z€ E| 3(2) < 1}, ou & est la partie imaginaire. Représenter
CeA, CeB, ANB, AUB, A\ B, B\ Aet AAB
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