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Introduction a I'analyse harmonique

Prémisses

L'analyse harmonique est née au milieu du 18éme siecle du désir de résoudre
I’équation aux dérivées partielles

ey _ 10y
ax2 ¢ o2
qui provient du probleme de "la corde vibrante". En effet, ce probleme a mené Fourier

a représenter une fonction 27- périodique arbitraire (“assez réguliere") f en tant que
superposition de fonctions “spéciales” trigonométriques :

f(x) ~ i F(n)e™

n=—oo

ou pour n € Z
1

T o

#(n) /0 e ™ ax.
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Généralisation

I ——
Le but, pour généraliser I'analyse de Fourrier, est donc d’interpréter ses "fonctions
spéciales" pour donner une idée de "I'objet dual". Pour cela il y a plusieurs
interprétations possibles, par exemple sur R :

= comme décomposition spectrale par rapport a I'algebre commutative D(R) des
opérateurs différentiels sur R a coefficients constants

= comme décomposition de L2(R) en représentations irréductibles du groupe de Lie
abélien R
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= Probleme résolu :
= Groupes topologiques abéliens localements compacts
m Groupes de Lie compacts ( 1930 / Haar, Schur, Weil)
= Probleme non résolu pour les groupes de Lie non compacts :
m Cas semi-simple et réductif (Harish-Chandra, Guelfand, ...)
m Cas résoluble
m Cas d’un espace symétrique Riemannien G/H (Helgason, Gangolli, Varadarajan,
...) puis d’un fibré vectoriel homogene

Poser les bases de cette jeune théorie, afin de pouvoir I'utiliser dans des exemples
(pour le calcul de résonances d’opérateurs différentiels).
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Notions fondamentales

Groupe de Lie, algebre de Lie

m Théoreme de Cartan : Les sous groupes de Lie d’'un groupe de Lie sont
exactement ses groupes fermés.

= Etude des algébres enveloppante et symétrique (Symétrisation)
= Théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt

= Théoréme de structure de G/H

m Rappels sur les représentations et les mesures de Haar

Fibré vectoriel homogene

Construction, existence et unicité
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Opérateurs différentiels invariants

Isomorphisme entre les fonctions radiales a gauche et les sections

On a un isomorphisme entre C>°(G, ) et [*°(E;) donné par :

TiT®E; = C*=(G,7) 0:C>(G,7) =T E,
définie par définie par
_ , ET .
u(g) =g~ - u(gH) °(gH) = (9. f(9))H
pourtoutu e Fr°E;etge G pour tout f € C*(G,7)etg € G

Tout opérateur différentiel invariant de C>°(G, V) dans C>°(G, V,;) peut étre vu
comme un élément de Hom(V-, V) ® U(g).

Correspondance pour les opérateurs différentiels sur les fonctions radiales

On a une correspondance bi-univoque entre les opérateurs différentiels qui envoient
C>(G, 1) dans C*>(G, o) et les éléments de Hom( V-, V,;) ® U(g) invariants par H.

On note cette espace : (Hom(VT, Vo) ® U(g))
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Opérateur différentiel invariants

On suppose a présent que I'espace G/H est réductif, c’est a dire qu’il existe un
supplémentaire m a h dans g tel que m soit Ad(H)-invariant. Ceci entraine que
[m, h] C m (et c’est méme équivalent a cette condition quand H est connexe). On
considére que T = o.

Isomorphisme entre U(g) et D(E-)

En supposant que la différentielle de 7 est irréductible, on peut construire un
morphisme d’algébre , entre U(g)" et D(E,) de noyau U(g)" n U(g)/ ot I est le
noyau de 7.
De plus, uy, I'application quotient, est surjective (donc bijective) si une des conditions
suivantes est satisfaite :

(i) Il existe un espace J, H-invariant sous 7, dans U(h) tel que U(h) = I @ J.

(i) La représentation adjointe de H sur b est semisimple.

(i) Ad(H) est compact.
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K sous groupe compact de G

Fonctions radiales

m Définition : F : G — End(V;) telle que, pourtout g € Getky, ko € K :
F(kigka) = 7(ky ")F(g)T (k)
= Fonctions uniquement déterminée par leur trace.

Fonctions 7-sphériques

¢ € Cc(G, K, 7, 7) est dite T-sphérique sur G si elle est non nulle et si I'application

X¢2F'—)

/G Tr [¢(x—")F(x)] dx

dim T

définit un caractére de C¢(G, K, 7, 7).
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Fonctions sphériques

Caractérisation de fonctions sphériques

Soit ¢ € Cc(G, K, 7, 7) telle que ¢(e) = Id. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes.

(/) ¢ est T-sphérique
(/1) Pourtout x, y € G, ¢ vérifie une des trois équations fonctionnelles suivantes :

<z>(y)

/K r(K)p(xky)ak = O g ) "

[ otk = %(:)w) -

[ [rtkyotat] ok - O Tro0) s
A dimT

(/if) ¢ est une fonction propre pour la convolution sur C¢(G, K, 7, 7).

Simon Roby  Université de Lorraine Analyse harmonique sphérique



Isomorphismes d'algébre

Isomorphismes d’algébres

I ——
m la fonction e; : K — C telle que pour tout j € [1,d], k € K,

ei(k) := drmi(k~")

= la fonction x : K — C telle que pour tout k € K,

d
x(k) == d: Trr(k™') = ei(k)

i=1

m Lalgebre Cc(G, K, 7, 7) des fonctions continues a support compact de G dans
End(V-) qui sont r-radiales. Linvolution est donnée par f*(x) = (f(x~'))" ou
I'étoile dans le membre de droite est 'endomorphisme adjoint.

m Lalgébre CS,X(G) des fonctions continues a support compact de G dans C
K-centrales telles que x  f * x = f. Linvolution est donnée par f*(x) = f(x—1).

m Lalgebre C¢ e(G) des fonctions continues a support compact de G dans C telles
que, pour i € [1, d] fixé, e; = f x e; = f. Linvolution est donnée par f*(x) = f(x—1).
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Commutativité d’algébres

Lalgebre Dy (G) := Dk(G)/yqr(,0)
|

En considérant les assertions suivantes :

(/) (G, K, ) estun triplet de Gelfand

(/i) D(E-) est commutative

(iii) Dk,(G) est commutative

Alors (i) implique (ii) et (ii) est équivalent a (iii). De plus si G/K est connexe, toutes

ces assertions sont équivalentes.
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